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Введение
          Я заинтересовался историей делимости чисел.
Кто из древних учёных занимался делимостью чисел?  Кто такой Эратосфен? Что такое  решето Эратосфена?
Что собой представляет таблица простых чисел? Есть ли последнее простое число? На уроках изучали основные признаки делимости чисел на 2,3,5, 9 и на 10. Но оказывается,  признаков делимости гораздо больше. Есть признаки делимости на 4, 6, 8, 11, 12 и 7.  Неоценимо значение признаков делимости при решении цифровых головоломок. 
Цель работы:

1. расширение познаний по теме «Делимость чисел»;
2. нахождение в литературе, справочниках признаки делимости чисел, не изучаемые на уроках; 
3. знакомство с  решетом Эратосфена и биографией ученого.
Задачи работы:

1. найти необходимую информацию с помощью справочников, энциклопедий и Интернет-ресурсов;
2. создать компьютерную презентацию для работы.
Биография Эратосфена
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       ЭРАТОСФЕН (около 275–194 до н.э.), один из самых разносторонних ученых античности. Эратосфен занимался самыми различными вопросами - ему принадлежат интересные исследования в области математики, астрономии и других наук. Впрочем, такая разносторонность привела его к некоторой поверхностности. Современники несколько иронически называли Эратосфена "во всем второй": второй математик после Евклида, второй астроном после Гиппарха.   Особенно прославили Эратосфена труды по астрономии, географии и математике, однако он успешно трудился и в области филологии, поэзии, музыки и философии, за что современники дали ему прозвище Пентатл, т.е. Многоборец. Другое его прозвище, Бета, т.е. «второй», по-видимому, также не содержит ничего уничижительного: им желали показать, что во всех науках Эратосфен достигает не высшего, но превосходного результата. Эратосфен родился в Африке, в Кирене. Учился сначала в Александрии, а затем в Афинах у известных наставников, поэта Каллимаха, грамматика Лисания, а также философов – стоика Аристона и платоника Аркесилая. Вероятно, именно благодаря столь широкому образованию и разнообразию интересов около 245 до н.э. Эратосфен получил от Птолемея III Эвергета приглашение вернуться в Александрию, чтобы стать воспитателем наследника престола и возглавить Александрийскую библиотеку. Эратосфен принял это предложение и занимал должность библиотекаря вплоть до своей кончины. Его научные таланты удостоились высокой оценки современника Эратосфена, Архимеда, который посвятил ему свою книгу Эфодик. 

    Сочинения Эратосфена не сохранились, мы имеем от них лишь фрагменты. Трактаты Эратосфена были посвящены решению геометрических и арифметических задач, в Платонике он обращается к математическим и музыкальным основам платоновской философии. Эратосфен является основоположником научной географии. В его Географии в 3 книгах содержалась история географических открытий, а также рассматривался ряд физических и математических проблем, связанных с географией, включая указание на сферическую форму Земли и описание ее поверхности. Однако самым известным достижением Эратосфена в области географии был изобретенный им способ измерения размеров Земли, изложению которого посвящен трактат «Об измерении Земли». Метод основывался на одновременном измерении высоты Солнца в Сиене (на юге Египта) и в Александрии, лежащих примерно на одном меридиане, в момент летнего солнцестояния. И хотя остается спорным, получилось ли у Эратосфена в итоге 250 000 стадий (согласно Клеомеду) или 252 000 (по сообщению Страбона и Теона Смиренского), в любом случае этот результат замечателен – диаметр Земли оказался всего лишь на 80 км меньше, чем фактический полярный диаметр. В этой же работе были рассмотрены и астрономические задачи, такие, как оценка размера Солнца и Луны и расстояния до них, солнечные и лунные затмения и продолжительность дня в зависимости от географической широты. Эратосфена можно считать также основателем научной хронологии. В трактате «О древней комедии», где анализировались произведения афинских драматургов, Эратосфен выступил как литературный критик и филолог.  [ 2.1 ]
Простые и составные числа

Делитель – это число, которое делит данное число без остатка.   Все целые числа (кроме 0 и 1) имеют минимум два делителя: 1 и самого себя. Числа, не имеющие других делителей, называются простыми числами. Числа, имеющие другие делители, называются составными (или сложными) числами. Простых чисел – бесконечное множество. Наименьшим простым числом является 2, это единственное чётное простое число. Все остальные простые числа следует искать среди нечётных чисел, но, разумеется, далеко не всякое нечётное число является простым. Так, например, нечётные числа 3, 5, 7, 11, 13 простые, а такие нечётные числа как 9, 15, 21 -  составные, 9 имеет 3 делителя, число 15 – 4 делителя и т.д. Любое составное число можно разлагать на сомножители до тех пор, пока оно не распадётся на одни только простые числа. Простые числа являются как бы первичными элементами, из которых составляются все числа. Ниже приведены простые числа, не превосходящие 200(см. рис.1):
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   Как же выбрать простые числа из состава всех целых чисел? Очевидно, чем больше число, тем труднее решать вопрос, имеет ли оно делителей, меньших себя. Когда зёрна отделяют от примесей, применяют специальные сита с отверстиями, соответствующими размерам зёрен. Вот таким же примерно способом отделяют и простые числа от составных чисел. [ 1. 3 ]

   Таблица простых чисел не имеет последнего числа. Количество простых чисел бесконечно. Но распределяются простые числа в натуральном ряду очень неравномерно. Первый десяток натуральных чисел содержит 4 простых, то есть 40%. Первая сотня натуральных чисел содержит 25 простых, то есть 25%. Миллион первых натуральных чисел содержит уже только 8% простых чисел и т.д. Как при помощи расчёта определить, хотя бы приближённо, сколько же простых чисел содержится  в ряду натуральных чисел от 1 до любого числа N? Этот вопрос оказался настолько трудным, что точной формулы нет и до сих пор. Но найдена приближённая формула, позволяющая тем точнее находить число n простых чисел, приходящихся на N первых чисел натурального ряда, чем больше N. 
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Совершенные числа

Совершенное число — натуральное число, равное сумме всех своих собственных делителей (т. е. всех положительных делителей, отличных от самого́ числа). Первое совершенное число — 6 (1 + 2 + 3 = 6), следующее — 28 (1 + 2 + 4 + 7 + 14 = 28). По мере того как натуральные числа возрастают, совершенные числа встречаются всё реже. Третье совершенное число — 496, четвёртое — 8128, пятое — 33 550 336, шестое — 8 589 869 056. Люди обратили  внимание на совершенные числа очень давно. Древнеегипетская мера длины локоть содержала 28 пальцев. В Древнем Риме существовал обычай отводить на пирах шестое место самым знатным и почетным гостям. Совершенными числами увлекались пифагорейцы - последователи школы древнегреческого математика Пифагора. Одна из теорем в девятой книге Евклидовых "Начал" посвящена замечательному свойству совершенных чисел, открытому, как полагают, учениками Пифагора: если число р.=1+2+4+...+2n =2n+1-1 простое, то число 2n*p совершенное. На октябрь 2008 года известно 46 чётных совершенных числа. Нечётных совершенных чисел до сих пор не обнаружено, однако не доказано и то, что их не существует. Неизвестно также, бесконечно ли множество всех совершенных чисел. [ 1. 2 ]
Решето Эратосфена
    Самым знаменитым математическим открытием Эратосфена стало так называемое  «решето», с помощью которого находятся простые числа. Одной из самых больших загадок математики является расположение простых чисел в ряду всех натуральных чисел. Иногда два простых числа идут через одно, (например, 17 и 19, 29 и 31), а иногда подряд идет миллион составных чисел. Сейчас ученые знают уже довольно много о том, сколько простых чисел содержится среди N первых натуральных чисел. В этих подсчетах весьма полезным оказался метод, восходящий еще к древнегреческому ученому Эратосфену.  В математике Эратосфена интересовал как раз вопрос о том, как найти все простые числа среди натуральных чисел от 1 до N.  Эратосфен считал 1 простым числом. Математики считают 1 числом особого вида, которое не относится ни к простым, ни к составным числам. Эратосфен придумал для этого следующий способ. Сначала вычеркивают все числа, делящиеся на 2 (исключая само число 2). Потом берут первое из оставшихся чисел (а именно 3). Ясно, что это число - простое. Вычеркивают все идущие после него числа, делящиеся на 3. Первым оставшимся числом будет 5. Вычеркивают все идущие после него числа, делящиеся на 5, и т.д. Числа, которые уцелеют после всех вычеркиваний, и являются простыми. Так как во времена Эратосфена писали на восковых табличках и не вычеркивали, а "выкалывали" цифры, то табличка после описанного процесса напоминала решето. Поэтому метод Эратосфена для нахождения простых чисел получил название "решето Эратосфена". Подсчитаем, сколько останется чисел в первой сотне, если мы вычеркнем по методу Эратосфена числа, делящиеся на 2, 3 и 5. Иными словами, поставим такой вопрос: сколько чисел в первой сотне не делится ни на одно из чисел 2, 3, 5? Эта задача решается по формуле включения и исключения. Обозначим через a
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 свойство числа делиться на 2, через a
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 - свойство делимости на 3 и через a
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 EMBED Equation.3  [image: image9.wmf] - свойство делимости на 5. Тогда a
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 означает, что число делится на 6, a
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означает, что оно делится на 10, и a
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 - оно делится на 15. Наконец, a
[image: image16.wmf]1

a
[image: image17.wmf]2

a
[image: image18.wmf]3

 означает, что число делится на 30. Надо найти, сколько чисел от 1 до 100 не делится ни на 2, ни на 3, ни на 5, то есть не обладает ни одним из свойств a
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Но чтобы найти, сколько чисел от 1 до N делится на n, надо разделить N на n и взять целую часть получившегося частного. Поэтому 
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Таким образом, 32 числа от 1 до 100 не делятся ни на 2, ни на 3, ни на 5. Эти числа и уцелеют после первых трех шагов процесса Эратосфена. Кроме них останутся сами числа 2, 3 и 5. Всего останется 35 чисел. 

А из первой тысячи после первых трех шагов процесса Эратосфена останется 335 чисел. 
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Определение делимости чисел

   Делимость – это  способность одного числа делиться на другое без остатка. Свойство делимости зависит от того, какие совокупности чисел рассматривают. Если рассматривают только целые положительные числа, то говорят, что одно число делится на другое, или, иначе, одно является кратным другого. Установлен ряд признаков делимости чисел, по которым можно легко определить,  на какое число делится данное число. На денежной купюре  стоит номер 61671142.  Любой школьник сразу же скажет, что это число делится на 2, но не делится на 5. Делится ли оно на 3? А на 4? На 11? (Говоря о том, что число «делится», мы имеем в виду, что делится без остатка.) Мало кто знает  простые правила, позволяющие быстро проверить делимость больших чисел на числа от 2 до 12. Между тем эти правила были широко известны в эпоху Возрождения, поскольку, пользуясь ими, можно было приводить дроби с большими числителями и знаменателями к несократимому виду. Знать их полезно даже в наши дни. Для тех, кто увлекается решением цифровых головоломок, неоценимо использование  признаков делимости. 
Основные признаки делимости

  Признак делимости на  2. Число делится на 2 в том и, только в том случае, если его последняя цифра чётная.
  

Признак делимости на 3. Вычислите сумму цифр интересующего вас числа. Если эта сумма выражается более чем однозначным числом, найдите сумму цифр полученной суммы, и т. д. до тех пор, пока придете  к  однозначному   числу,   которое   мы   будем считать цифровым корнем исходного числа. Если цифровой корень кратен 3, то исходное число делится на 3. Если цифровой корень не кратен 3, то нужно установить  наибольшее из чисел 0, 3 и 6, которое не превосходит цифрового корня. Взяв разность между цифровым корнем  и найденным числом, мы узнаем остаток от деления на 3 исходного числа. Например, номер денежной купюры имеет цифровой корень, равный 1. Это означает, что   остаток при делении номера на 3 равен 1.

  Признак делимости на 4. Число делится на 4 в том и только в том случае, если две его последние цифры образуют двузначное число, делящееся на 4. (Это нетрудно понять, если учесть, что число 100 и кратные ему числа делятся на 4.) Номер денежной купюры оканчивается цифрами 42. Поскольку число 42 при делении на 4 дает остаток 2, номер денежной купюры при делении на 4 также даст остаток 2.


 Признак делимости на 5. Число делится на 5 в том и только в том случае, если оно оканчивается на 0 или на 5. Если число не делится на 5, то его последняя цифра либо меньше 5 (но больше 0), либо больше 5. В первом случае остаток от деления числа на 5 равен его последней цифре, во втором — разности между последней цифрой и 5.

   Признак делимости на 6. Нужно проверить делимость интересующего нас числа на 2 и на 3 (то есть на делители числа 6). Число делится на 6 в том и только в том случае, если оно чётное, а его цифровой корень делится на 3.

       Признак делимости на 8. Число делится на 8 в  том и только в том случае, если его последние три цифры образуют число, делящееся на 8. (Справедливость этого признака следует из того, что все числа, кратные 1000, делятся на 8.) В противном случае остаток от деле​ния  на 8 числа, образованного последними тремя чис​лами совпадает с остатком от деления на 8 исходного числа.   (Аналогичное правило справедливо для любой степени двойки 
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 в том и только случае, если число, образованное п его последними цифрами, делится на 
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    Признак делимости на 9. Число делится на 9 в том и только в том случае, если его цифровой корень равен  9. В противном случае цифровой корень совпадает с остатком от деления исходного числа на 9. Номер денежной купюры имеет цифровой корень, равный 1, следовательно, остаток от деления номера на 9 равен 1. 

     Признак делимости  на  10. Число делится на 10 в том  и только в том случае, если оно оканчивается  на 0. В противном случае последняя цифра дает остаток  от деления  числа на 10.

  Признак делимости  на  11.  Двигаясь справа налево, будем попеременно  приписывать цифрам нашего числа знаки плюс и минус (последняя цифра берётся со знаком плюс, предпоследняя — со знаком минус  и т.д.) после  чего вычислим  сумму всех  цифр  (каждую цифру следует брать с ее знаком). Исходное число делится на 11 в том и только в том случае, если  полученная сумма делится на 11 (число 0 считается делящимся на 11). Для номера   денежной купюры 2 – 4 + 1 -  1 + 7 – 6 + 1 – 6 = 6. Поскольку полученная сумма не кратна 11, исходное число – номер – не делится на 11. Чтобы  найти остаток от деления числа на 11, рассмотрим все ту же сумму его цифр, взятых с переменными знаками. Если  эта сумма  меньше 11 и положительна, то она совпадает с остатком. Если же сумма больше  11, то её нетрудно свести к числу, меньшему 11, поделив на 11 и взяв остаток. Если последний положителен, то он совпадает с остатком от деления, на 11 исходного числа. Если же он отрицателен, прибавьте к нему 11. В примере с номером денежной купюры – 6 + 11 = 5. Это означает, что наш номер при делении на 11 даёт в остатке 5.

    Признак делимости на 12.   Проверьте делимость интересующего нас числа на 3 и 4 — делители 12. Число  делится на 12 в  том  и только в том случае, если  оно делится одновременно и на 3, и на 4.
   Признак делимости на 7(13).   Число делится на 7 (13) тогда и только тогда, когда на 7 (13) делится знакопеременная сумма чисел, образованных последовательными тройками цифр данного числа. 
Как узнать, например, что число 363862625 делится на 7? 

625-862+363=126 делится на 7, значит, и число 363862625 делится на 7. 
Проверим, делится ли это же число на 13. 625-862+363=126 не делится на 13, значит и число 363862625 не делится на 13. [ 2.2]
Признаки делимости на 7

   Можно   заметить  одну особенность  приведенного выше списка признаков делимости  - в нём нет признака делимости на 7, волшебное число средневековой   нумерологии.   Семерка - единственное  число,  для которого до сих пор не удалось найти простого признака делимости. Столь необычное поведение семерки уже давно обратило на себя внимание тех, кто занимается  теорией чисел. Было предложено множество весьма любопытных и на первый взгляд не связанных между собой признаков делимости на 7. К сожалению, большинство из  них требует ничуть не меньших затрат времени,  чем обычное деление на 7. Один из самых старых признаков  делимости на 7 состоит в следующем. Цифры числа нужно брать в обратном порядке, справа налево, умножая  первую цифру на 1, вторую на 3, третью на 2, четвёртую на 6, пятую на 4, шестую на 5 и т.д. (если число  знаков  больше 6, последовательность множителей 1, 3, 2, 6, 4, 5 следует повторять столько раз, сколько нужно). Полученные произведения нужно сложить.  Исходное число делится  на 7 в том и только том случае, если вычисленная сумма де​лится на 7. Если же эта сумма не делится  на 7, то раз​ность между ней  и ближайшим не превосходящим ее кратным семи даст остаток от деления  исходного числа на 7. Вот, например, что дает этот признак для номера денежной купюры:

2 × 1 =  2

4 × 3 =12

1 × 2 =  2

1 × 6 =  6

7 × 4 = 28

6 × 5 = 30

1 × 1 =  1

6 × 3 = 18
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         Число 99 при делении на 7 дает остаток 1. Следовательно, остаток от деления номера денежной купюры на  7 равен 1. Выкладки можно ускорить, если воспользоваться   «вычеркиванием семерок» из получающихся про​изведений: вместо 12 писать 5, вместо 28 - нуль и т. д. Сумма произведений после «вычеркивания семерок» будет равна не 99, а лишь 22. В действительности этот признак делимости на 7 представляет собой не что иное, как метод  вычеркивания  чисел,  кратных 7, из исходного числа. Основан он на том, что последовательные степени числа 10 сравнимы (по модулю 7)  с числами 1, 3, 2,  6,  4, 5; 1,3, 2, 6,  4. 5; ..., образующими повторяющуюся последовательность.  (Числа называются сравнимыми по модулю k, если при делении на k они дают одинаковые остатки.) Вместо   чисел 6, 4, 5 можно взять сравнимые с ними (по модулю 7) числа —1,  —3, —2. Можно придумать аналогичные признаки  делимости и на любые другие числа. Например, чтобы вывести признак делимости на 13, мы должны лишь обратить внимание на то, что последовательные степени 10 сравнимы (по модулю 13) с членами периодического ряда  1, —3, —4, —1, 3, 4,…
Чтобы убедиться, делится ли интересующее нас число на 13, мы должны  произвести над его цифрами те же действия (умножив их предварительно на 1, - 3, - 4, - 1, 3, 4,..),  какие производили при проверке делимости на 7.
Возникает вопрос: на что следует умножать цифры числа при проверке его делимости на 3, 9 и 11?. Степени числа 10 сравнимы  с числами 1, 1, 1, ..., поэтому мы тотчас приходим к уже известным признакам делимости на 3 и на 9. Если взять модуль 11, то степени числа 10 окажутся сравнимыми с членами ряда - 1, +1,  - 1, +1, .... который  также приводит к уже известному признаку делимости на 11. Отыскав последовательности коэффициентов других делителей, можно убедиться, что каждый из полученных им рядов либо связан с уже известным признаком делимости, либо (например, для 6 и 12) приводит к  новым признакам.

 Примерно с середины прошлого века известен следующий весьма причудливый признак делимости. Вычеркнем последнюю цифру у нашего числа, и, удвоив  её, вычтем из того, что осталось. Эту процедуру будем  повторять до тех пор, пока не получим однозначное  число. Исходное число делится на 7 в том и только том случае, если полученное однозначное число делится  на 7. В применении к номеру денежной купюры этот признак делимости выглядит так: 
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Последнее число не делится на 7, следовательно, исходное число также не делится на 7. Недостатком этого  признака  делимости следует считать то, что он не позволяет столь же просто находить остатки от деления чисел на 7. Признак делимости на 7, особенно пригодный при проверке очень   больших чисел,   предложил   Лионс
 (рис.2).
Рисунок 2

	2
	35
	94
	06
	17
	88
	39
	
                            1                                                                                   
	Следуя по порядку справа налево, разбейте цифры на пары
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	Под каждой парой цифр подпишите разность между соответствующим ей двузначным числом и ближайшим к нему (не превосходящим его) числом, кратным 7.
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	Полученные разности разбейте на группы из 3 чисел в каждой, отсчитывая их справа налево. Сложите отдельно числа, стоящие на 1 месте  в каждой группе, отдельно – на 2 и отдельно – на 3 месте.
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                          4       
	Каждую из 3 полученных сумм замените остатком от деления её на 7. 

	   

                                       2        5
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	Проведите вертикальную черту. Слева от неё запишите остаток от деления на 7 числа, образованного двумя первыми числами, справа – остаток от деления на 7 числа, образованного двумя последними цифрами.

	                                             3
	
                          6     
	Вычтите левое число из правого.(Если правое число меньше левого, к нему предварительно следует прибавить 7) Полученная разность даёт остаток от деления исходного числа на 7. Таким образом, исходное число делится на 7 в том и только  в том случае, если эта разность равна  нулю. 




 Последовательность операций  указана  на  рис. 2   на  примере произвольного  13-значного числа. Метод особенно быстро приводит к ответу, если его применять к шестизначным числам: необходимо лишь вычислить 3 числа, затем два и, наконец, еще одно число, которое и служит ответом (рис. 3).
Рисунок 3
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	Следуя по порядку справа налево, разбили цифры на пары
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	Под каждой парой цифр подписали разность между соответствующим ей двузначным числом и ближайшим к нему ( не превосходящим его) числом, кратным 7.
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	Провели вертикальную черту. Слева от неё записали остаток от деления на 7 числа, образованного двумя первыми числами, справа – остаток от деления на 7 числа, образованного двумя последними цифрами.
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	Вычли левое число из правого. (Если правое число меньше левого, к нему предварительно следует прибавить 7) Полученная разность даёт остаток от деления исходного числа на 7. Таким образом, исходное число делится на 7 в том и только  в том случае, если эта разность равна  нулю. 




С помощью своего метода Лионс открыл множество замечательных фокусов с шестизначными числами, аналогичных тем, которые показывают на эстраде. Вот один из фокусов Лионса (рис.4).
Рисунок 4 
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Предположим, что написано число 431576, не делящееся на 7. Можно утверждать, что легко  найти шесть новых чисел, кратных 7, каждое из которых  будет отличаться от 431 576 лишь одно цифрой.

     Для   этого   переписываем число  шесть раз подряд, располагая цифры в клетках квадратной таблицы. Последнюю клетку в первой строке, предпоследнюю во второй и т. д. вы оставляете пустыми (на  рис. 4 эти клетки обозначены буквами от А до Е лишь для удобства объяснения; при выполнении фокуса эти шесть клеток остаются пустыми). Проверив с помощью признака Лионса делимость числа на 7, обнаруживаем, что его остаток от деления на 7 равен 5. Следовательно, для того, чтобы верхнее число делилось на 7, в клетке А должна стоять цифра 1 (вместо первоначальной цифры 6). 

     Теперь уже нетрудно быстро заполнить остальные клетки от Б до Е. Число, образованное двумя последними цифрами второй строки, имеет вид Б6. Над ним стоит число 71, дающее при делении на 7 в остатке 1 (напомним, что число, стоящее в первой строке, уже делится на 7).  Следовательно, в
 клетку Б нужно вписать такую цифру, чтобы число Б6 при делении на 7 давало остаток 1. Вписав в клетку Б цифру 3, добиваемся желаемого результата.  Установить, что искомой цифрой служит   именно 3, очень просто. Достаточно
в уме вычесть 1 на 6 и спросить  себя, какое двузначное число, оканчивающееся на 5, кратно 7. Ответом может быть лишь число 35. Цифра, которую нужно вписать в клетку В, находится из аналогичных соображений.
Над числом В7 расположено число 53, дающее при делении на 7 остаток 4. Чтобы число В7 при делении на 7 давало остаток 4, в клетку В нужно вписать цифру 6. Так же заполняются и остальные клетки.  Окончательный результат показан на рис. 4 справа: шестизначное число, стоящее в каждой строке, делится на 7. Математику, прекрасно осведомленному о трудностях проверки делимости на 7, этот фокус кажется особенно удивительным. 
        Признаки делимости нередко  позволяют находить изящные решения
 числовых задач, которые без них  были бы чрезвычайно трудными.   
Заключение
[image: image65.wmf]
      Признаки делимости чисел рассматриваю как алгоритмы, перерабатывающие каждое число в ответ, делится оно на данное число или нет. Среди многообразия признаков особо выделяю признак делимости на 7. 7 – это магическое число, признак делимости на это число встречается достаточно редко. Я брал 3 различных числа и поделил их обычным способом и с использованием признаков. Убедился, что применение признаков дало выигрыш во времени. С помощью признаков делимости решаются различные цифровые головоломки, логические задачи. При решении задачи я убедился  в том, что ответить на вопрос,  делится ли число на 7 или нет можно и без специальных признаков , но использование признаков делимости упрощает поиск ответа на этот вопрос. Этим оправдывается их использование. Делимость чисел позволяет нам расширить понятие множества числа.
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Приложения

Приложение 1

Задачи на применение признаков делимости

Задача 1: Сформулируйте признаки делимости на 2, 3, 4, 5, 9, 10, 25, 50, 100. 

Задача 2: Почему верны признаки «Число делится на 2 тогда и только тогда, когда его последняя цифра делится на 2» и «Число делится на 5 тогда и только тогда, когда его последняя цифра делится на 5» и не верны аналогичные признаки для других однозначных чисел? 

Задача 3: Почему верен признак «Число делится на 4 тогда и только тогда, когда число, образованное двумя его последними цифрами делится на 4»? Сформулируйте аналогичные признаки делимости для чисел 25 и 50. Что общего у этих чисел с числом 4? 

Задача 4: Назовем число «забавным», если все его цифры делятся на 4. А делится ли «забавное» число на 4? Существуют ли не «забавные» числа, которые делятся на 4? 

Задача 5: Сформулируйте и докажите признаки делимости на 8 и 125. (А на 2n и 5n?) 

Задача 6: Сформулируйте признаки делимости на 3 и на 9. Верны ли аналогичные признаки для других однозначных чисел? Почему всякое число вида 10 … 0 при делении на 9 (и на 3) дает в остатке 1? 

Задача 7: Задумайте число. Прибавьте 2, умножьте на 3, возведите в квадрат, прибавьте 36, посчитайте сумму цифр, еще раз, и еще, пока не получите однозначное число. Отнимите от него 4. Найдите n-ую букву алфавита, придумайте на нее название страны, на третью букву названия придумайте животное. Так вот, в Дании носороги не водятся! 

Объясните этот фокус. 

Задача 8: Докажите, что 11 … 1 (27 единиц) делится на 27. Верен ли признак делимости на 27, аналогичный признакам делимости на 3 и 9? 

Задача 9: Как проверить, делится ли число на а) 6; б) 12; в) 15; г) 18; д) 30;  е)  45; ж) 75; з) 225? 

Задача 10: Из двузначного числа вычли число, получающееся из него же перестановкой цифр. Докажите, что результат делится на 9. 

Задача 11: Шестиклассник Петя перемножил все числа от 1 до 2000. У полученного числа он подсчитал сумму цифр, затем подсчитал сумму цифр результата, и так далее, пока не получил число, состоящее из одной цифры. Какое? 

Задача 12: Натуральное число возвели в квадрат. Может ли результат оканчиваться на 66? 

Задача 13: Ольга Сергеевна называет три цифры. А Константин Александрович говорит, что всегда сможет составить из них одно-, двух- или трёхзначное число, делящееся на 3. Прав ли он? 

Задача 14: В ряд стоят 100 фишек. Разрешается поменять местами любые две фишки, стоящие через одну. Можно ли переставить все фишки в обратном порядке? 

Задача 15: В трёхзначном числе n первые две цифры одинаковые, а последняя цифра – 5. Кроме того, известно, что n дает остаток 8 при делении на некоторое однозначное число. Найдите n. 

Задача 16: На доске написано число 1. Каждую секунду к числу на доске прибавляют сумму его цифр. Может ли через некоторое время на доске появиться число 123456? 

Задача 17: Из числа 123123123123 вычеркните несколько цифр так, чтобы получилось наибольшее возможное число, кратное 9. 

Задача 18: Может ли число, записываемое при помощи 100 нулей, 100 единиц и 100 двоек, быть точным квадратом? 

Задача 19: Из трёхзначного числа вычли сумму его цифр. С полученным числом проделали то же самое и так далее, 120 раз. Докажите, что в результате получился нуль. 

Задача 20: Шесть игральных кубиков нанизали на спицу (протыкая ею центры противоположных граней кубиков) так, что каждый может вращаться независимо от остальных. На гранях каждого кубика написаны все цифры от 1 до 6, причём сумма цифр на противоположных гранях равна 7. Спицу положили на стол и прочитали число, образованное цифрами на верхних гранях кубиков. Докажите, что можно так повернуть кубики, чтобы это число делилось на 7. 

Задача 21: В десятизначном числе все цифры встречаются по разу. Может ли оно делиться на 11? [ 3 ]

Приложение 2
Расскажем  сказку (с заданиями)

 

1. 28 сентября число 28 решило пригласить в гости всех своих делителей, меньших  чем оно само. Первой  прибежала  единица, за ней двойка, за ней…(напишите  список  всех  гостей  числа  28).

Ответ: 1,2,4,7,14.

2. Когда  все  гости  собрались, число  28  увидело, что  их  немного.    

Чтобы  утешить  число  28,  его  гости  соединились  знаком  “+”.

И, о  чудо, сумма  оказалась  равной  самому  числу 28!  

Единица  сказала, что  всякое  число, которое  равно сумме своих меньших делителей, называется совершенным.
28-совершенное число. Число 28 обрадовалось и спросило, какие ещё есть  совершенные числа. Всезнающая единица объяснила, что совершенные числа встречаются очень редко: среди чисел до миллиона только 4 совершенных.   Трёхзначное число 496. Проверьте.

(найдите однозначное совершенное число).

Ответ: 6

3. Числам понравилось приглашать в гости своих делителей.

Кто пришёл в гости 30 сентября? Ответ: 1,2,3,5,6,10,15.

4.  Какое  число  не дождалось гостей?  Ответ: единица.

5.  У каких чисел был только один гость? Ответ: у простых. [ 6 ]

Приложение 3

Решение цифровых головоломок

1. Человека старше 9 и моложе 100 лет просят написать число, выражающее его возраст, три раза подряд  (например, 484848). Докажите, что получившееся  число делится на 7.
2. Возьмем семь карточек с цифрами от 1 до 7, положим в чью-нибудь шапку и тщательно  перемешаем. Затем разложим карточки в ряд, вытаскивая каждый раз из шапки по одной карточке. С какой вероятностью полученное семизначное число будет делиться на 11?
3. Найдите наименьшее целое число, дающее при делении на 2 остаток 1, при делении на 3 остаток 3, делении на 4 остаток 3, при делении на 5 остаток 4, при делении на 6 остаток 5, при делении на 7 остаток 6,  при делении на 8 остаток 7, при делении на 9 остаток 8 и при делении на 10 остаток 9.
Ответы
1.
Чтобы число вида АВАВАВ делилось на 7, достаточно заметить, что такое число есть произведение чисел АВ и 10101. Поскольку множитель  10101 кратен 7, число АВАВАВ делится на 7.

2.
Если цифры от 1 до 7 случайным образом выложены в ряд, то вероятность того, что получившееся число делится на 11, равна 4/35. Вот как подсчитывается эта вероятность. Чтобы число делилось на 11, разность
между суммой его цифр, стоящих на нечетных местах и суммой  цифр, стоящих на четных местах, должна быть либo равной 0, либо кратной 11. Сумма цифр от 1 до 7 равна 28. Нетрудно видеть, что удовлетворять признаку делимости на 11 могут лишь два разбиения числа 28: 13/14 и 25/3. Разбиение 25/3 следует отбросить потому, что сумма любых трех отличных от нуля цифр всегда больше 3. Итак, остается лишь. разбиение 14/14. Существует  35 различных комбинаций из трех цифр, которые могут  стоять на четных местах (обозначенных буквой В) в числе АВАВАВ, у  которого  сумма цифр А, стоящих на нечётных местах, равна 14. Из них лишь 4 комбинации 9 а именно  167, 257, 347, 356) дают в сумме 14. вероятность того, что число делится на 11, равна 4/35.

3. Наименьшее   число, дающее при делении на все числа от 2 до 10 остатки, которые на 1 меньше делителя, равно 2519. Искомое число делится на все числа «почти нацело»:  его остаток всегда на 1 меньше делителя. Следовательно, чтобы получить ответ, достаточно найти наименьшее общее кратное чисел, оно равно 2520, а затем вычесть 1. [ 1 ]
Приложение 4
Цифровые фокусы

          Рассмотрим следующую задачу. Возьмем  девять карточек, 
перенумерованных  цифрами от 1 до 9, и тщательно их перетасуем.
 Какова вероятность того, что девятизначное число, образованное 
 цифрами на разложенных  в ряд карточках, будет делиться на 9? 
Поскольку сумма цифр от 1 до 9 равна 45, а число 45 делится на 9, 
сразу известно, что искомая вероятность равна 1  (событие  достоверно).
  Возьмем теперь четыре карточки с цифрами от 1 до 4.  Какова

 вероятность того,  что  четырехзначное число, образованное цифрами  на 
выложенных в случайном порядке карточках, будет делиться на 3?   Зная
 признак делимости  на 3, в» сразу же можете сказать, что эта  вероятность 

равна  0 (событие   невозможно).

Изящный  фокус можно показать следующим образом.. Вручите кому-нибудь девять карточек с цифра от 1 до 9. Отвернувшись, попросите перетасовать в    любом порядке карточки с цифрами, от 1 до 4 и выложить  из них четырехзначное число. Не оборачиваясь, можно утверждать, что полученное число не делится 3. После этого попросите добавить к четырем карточкам  пятую (с цифрой 5) и, перетасовав их, выложить пятизначное число.  По-прежнему не оборачиваясь, можно с уверенностью утверждать, что на этот раз число делится на 3. [ 1.1 ]

� Лио́нс (Lions) Жак Луи (р. 1928), французский математик и механик, иностранный член РАН (1982). 
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