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 Введение

Трудно найти человека, который не знал бы теоремы Пифагора. Эта теорема входит в программу основной школы. Школьники всего мира изучают её. Теорема Пифагора применяется в геометрии буквально на каждом шагу, и тот факт, что существует около 500 различных доказательств этой теоремы (геометрических, алгебраических, механических и т.д.), свидетельствует о гигантском числе её конкретных реализаций. Открытие теоремы Пифагора окружено ореолом красивых легенд. Считается, что сформулировал её впервые отнюдь не Пифагор. Сомнительным полагают и то, что он дал её доказательство.
Сегодня теорема Пифагора обнаружена в различных частных задачах и чертежах: и в египетском треугольнике в папирусе времен фараона Аменемхета первого (ок. 2000 до н.э.), и в вавилонских клинописных табличках эпохи царя Хаммурапи (XVIII в. до н.э.), и в древнеиндийском геометрическо-теологическом трактате VII —V вв. до н.э. «Сульва сутра» («Правила веревки»). В древнейшем китайском трактате «Чжоу-би суань цзинь», время создания которого точно не известно, утверждается, что в XII в. до н. э. китайцы знали свойства египетского треугольника, а к VI в. до н.э. - и общий вид теоремы.
Первоначально теорема устанавливала соотношение между площадями квадратов, построенных на гипотенузе и катетах прямоугольного треугольника: квадрат, построенный на гипотенузе, равновелик сумме квадратов, построенных на катетах.
Цель данной работы: рассмотреть некоторые классические доказательства теоремы Пифагора, известные из древних геометрических трактатов.                    

Актуальность работы: в современных школьных учебниках даётся алгебраическое доказательство теоремы, при этом бесследно исчезает первозданная геометрическая аура теоремы, теряется та нить, которая вела древних мудрецов к истине, а путь этот почти всегда оказывался кратчайшим и всегда красивым. Алгебраическое доказательство, на наш взгляд, приводит к проблеме недоступности понимания теоремы, и с годами в памяти сохраняется лишь формула или формулировка, но не их смысл.
Задачи работы:

1. Изучить литературу по данному вопросу

2. Изучить различные доказательства теоремы Пифагора

3. Исследовать доказательства, сравнить их, предложить слушателям.

4. Выступить на школьной научной конференции
І. Основная часть

1. Биография Пифагора

[image: image13.emf]

С берегов Средиземноморья – колыбели европейской цивилизации, с тех давних времён, названных через много веков «весною человечества», дошло до нас имя Пифагора – математика, философа, мистика… Великий ученый родился около 570 г. до н.э. на острове Самос, расположенном в Эгейском море у берегов Малой Азии. Отец Пифагора Мнесарх был резчиком по драгоценным камням. Как и любой отец, Мнесарх мечтал, что сын будет продолжать его дело - ремесло золотых дел мастера. Имя же матери Пифагора не известно. По многим античным свидетельствам, родившийся мальчик был сказочно красив, а вскоре проявил и свои незаурядные способности. 

У своего первого учителя Гермодаманта Пифагор получает знание основ музыки и живописи. Для улучшения памяти Гермодамант принуждал его изучать песни из “Одиссеи” и “Иллиады”. 

 
Прошло несколько лет, и по совету своего учителя Пифагор решает продолжить обучение в Египте, в жрецов. Попасть к Египту в то время было очень тяжело, так как страну практически закрыли для греков. Пифагору пришлось добираться в несколько этапов, «с пересадками».

 
С помощью учителя Пифагору удается оставить остров Самос. Он живет на острове Лесбос у своего родственника Зоила. Здесь Пифагор знакомиться с философом Ферекидом - другом Фалеса. У Ферекида Пифагор учится астрологии, тайнам чисел, медицине и другим обязательным к тому времени наукам.

 
По прошествии нескольких лет, Пифагор направился в Милет к известному Фалесу, основателю первой в истории философской школы. Пифагор внимательно слушает в Милете лекции Фалеса, которому к тому времени было уже 80 лет, и его ученика Анаксимандра, известного географа и астронома. За время своего обучения в Милетской школе Пифагор овладел многими важными знаниями. Но Фалес тоже советует ему поехать к Египту, чтобы продолжить обучение. Пифагору ничего не оставалось, как отправиться в путь.

Перед Египтом он на некоторое время останавливается в Финикии. Пока он живет в Финикии, его друзья добились того, что Поликрат - владелец Самоса, не только простил беглеца, но даже посылал ему рекомендательное письмо для Амазиса - фараона Египта. В Египте Пифагор знакомится с мемфийскими жрецами. Ему удается попасть в египетские храмы, куда чужестранцев не пускали. Чтобы приобщиться к тайнам египетских храмов, Пифагор принимает посвящение в сан жреца.

Благодаря обучению в Египте, Пифагор становится одним из наиболее просвещенных людей своего времени. Ему посчастливилось получить самые сокровенные знания древней цивилизации, остатками которой являлся Египет.

Прошло некоторое время. Умер фараон Амазис, и это событие кардинально изменило все будущую жизнь философа. Амазис не уплатил ежегодную дань Камбизу, персидскому царю, и это стало поводом для войны. Персы не помиловали даже священные храмы. Подверглись гонениям и жрецы: их убивали или брали в плен. Пифагор  не миновал своей участи и попал вместе со многими другими жрецами в персидский плен. 

В плену Пифагор встречался с персидскими магами, от которых получил тайные древние знания восточной астрологии и мистики, познакомился с учением халдейских мудрецов. Науки у халдеев в значительной степени опирались на представление о магических и сверхъестественных силах, именно эти учения придали мистический оттенок философии и математике Пифагора... Только через двенадцать лет вавилонского плена, персидский царь Дарий Гистасп, узнав об известном греке, освободил Пифагора. В то время Пифагору было уже 60 и он решил возвратиться на родину, чтобы передать полученные знания своему народу.

С того времени, как Пифагор оставил Грецию, там произошли значительные изменения. Лучшие умы, спасаясь от персидского ига, перебрались в Южную Италию, которую тогда называли Большой Грецией, и основали там города-колонии: Сиракузы, Агригент, Кротон. Здесь и решает Пифагор создать собственную философскую школу. Это был одновременно и религиозный союз, и политический клуб, и научное общество. Ученики этой школы обязывались вести так называемый пифагорейской образ жизни.

Довольно быстро школа приобретает большую популярность среди населения. Даже девушки и женщины посещали собрание, нарушая закон, запрещавший им это. Одна из таких нарушительниц, девушка по имени Теано, в скором времени становится женой Пифагора.

В то время в Кротоне и других городах Большой Греции возрастает социальное неравноправие, усиливаются социальные ущемления. В такой обстановке Пифагор выступает с речью о моральном усовершенствовании и познании. Жители Кротона единодушно выбирают мудреца цензором моральных качеств человека, своеобразным духовным отцом города. Пифагор умело использовал знания, полученные во время путешествий по миру.
В совершенстве, владея методами египетских жрецов, Пифагор обучал своих учеников методам развития тела, моральных и душевных качеств. Со временем Пифагор прекращает выступать в храмах и на улице.
Система образования была довольно трудной и длилась несколько лет. Желающие получить посвящения в тайные знания, должны были пройти испытательный срок от трех до пяти лет. Все это время ученики были обязаны сохранять молчание и лишь слушать Учителя, не задавая при этом никаких вопросов. Таким образом,  проверялись их терпеливость и скромность.

Пифагор обучил принципам политической деятельности, математике, медицине, астрономии, музыке, этике и многому другому. В последствии, ученики его школы стали известными политическими и государственными деятелями, историками, математиками и астрономами того времени. 

Кроме того, философ обучил своих учеников не только пользоваться уже полученными знаниями, но и исследовать новые области наук. 

Пифагор развил теорию музыки и акустики, создал известную «пифагорейскую гамму». В школе Пифагора впервые утверждалось, что  движение небесных тел подлежит определенным математическим отношениям. 

Пифагорейцы создали первую математическую теорию музыки. 

Много сделал ученый и для геометрии. Доказанная Пифагором знаменитая теорема до сих пор носит его имя. 

В основном в школе занимались изучением многоугольников.

Из всех фигур лучшей считался - круг, а из тел - шар. 

Главным пифагорейским символом – символом здоровья и опознавательным знаком – была пентаграмма или пифагорейская звезда – звёздчатый пятиугольник, образованный диагоналями правильного пятиугольника. Звёздчатый пятиугольник содержит все пропорции, известные пифагорейцам: арифметическую, геометрическую, гармоническую и так называемую золотую. Видимо, поэтому пентаграмма и была выбрана в качестве пифагорейского символа.
Достаточно основательно исследовал Пифагор и математические отношения, закладывая тем самым основы теории пропорций. 

Особое внимание он уделял числам и их свойствам, стараясь понять значение и природу вещей. 

Посредством чисел он старался даже понять такие вечные категории бытия, как справедливость, смерть, постоянство, мужчина, женщина и прочее.

Пифагорейцы считали, что все тела состоят из наименьших частичек-единиц бытия, которые в разных соединениях отвечают разным геометрическим фигурам. 

Число для Пифагора было и материей, и формой всего мира, поэтому естественные явления объяснялись с помощью чисел.  

Не была чужда пифагорейцам и геометрическая интерпретация чисел. Они считали, что точка имеет одно измерение, линия два, плоскость три, объем четыре измерения. При добавлении всех плоских геометрических фигур точки, линии и плоскости пифагорейцы получали идеальную шестерку.

Все числа наделялись мистическими свойствами. Считалось, что одни числа приносят добро, вторые зло, третьи успех и т.д. Пифагор считал, что душа тоже число, она бессмертна и передается от одного человека к другому. Попытку Пифагора и его школы связать реальный мир с числовыми отношениями нельзя считать неудачной, поскольку в процессе изучения природы пифагорейцы рядом с фантастическими представлениями выдвинули и рациональные способы познания тайн Вселенной. 
О смерти этого великого человека известно мало. Существует несколько версий смерти Пифагора, но ни одна из них не может претендовать на  абсолютную истинность. Умер Пифагор около 500г. до н.э.
Пифагор – едва ли не самый популярный учёный не только в античности, но и в наши дни. Ученые, исследователи и философы нашего времени продолжают находить в научно-философском наследии Пифагора необходимую основу для тайных законов нашего мира. [2], [4]
2. Простейшее доказательство
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[image: image15.wmf]"Квадрат, построенный на гипотенузе прямоугольного треугольника, равновелик сумме квадратов, построенных на его катетах." Простейшее доказательство теоремы получается в простейшем случае равнобедренного прямоугольного треугольника. Вероятно, с него и начиналась теорема. В самом деле, достаточно просто посмотреть на мозаику равнобедренных прямоугольных треугольников (рис. 1), чтобы убедиться в справедливости теоремы. Например, для ∆ ABC : квадрат, построенный на гипотенузе АС, содержит 4 исходных треугольника, а квадраты, построенные на катетах,—

по два. Теорема доказана. [6]
3. Древнекитайское доказательство
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Математические трактаты Древнего Китая дошли до нас в редакции II в. до н.э. Дело в том, что в 213 г. до н.э. китайский император Ши Хуан-ди, стремясь ликвидировать прежние традиции, приказал сжечь все древние книги. Во II в. до н.э. в Китае была изобретена бумага и одновременно начинается воссоздание древних книг. Так возникла «Математика в девяти книгах». В ней есть чертеж (рис. 2, а), доказывающий теорему Пифагора. Ключ к этому доказательству подобрать нетрудно. В самом деле, на древнекитайском чертеже четыре равных прямоугольных треугольника с катетами а, b и гипотенузой с уложены так, что их внешний контур образует квадрат со стороной а+b, а внутренний — квадрат со стороной с, построенный на гипотенузе (рис. 2, б). Если квадрат со стороной с вырезать и оставшиеся 4 затушеванных треугольника уложить в два прямоугольника (рис. 2, в), то ясно, что образовавшаяся пустота, с одной стороны, равна с2, а с другой — а2+b2, т.е. с2=а2+b2. Теорема доказана. Заметим, что при таком доказательстве построения внутри квадрата на гипотенузе, которые мы видим на древнекитайском чертеже (рис. 2, а), не используются. По-видимому, древнекитайские математики имели другое доказательство. Именно если в квадрате со стороной с два заштрихованных треугольника (рис. 2, б) отрезать и приложить гипотенузами к двум другим гипотенузам (рис. 2, г), то легко обнаружить, что полученная фигура, которую иногда называют “креслом невесты”, состоит из двух квадратов со сторонами а и b, т.е. с2=а2+b2.
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На рисунке 3 воспроизведен чертеж из трактата “Чжоу-би...”. Здесь теорема Пифагора рассмотрена для египетского треугольника с катетами 3, 4 и гипотенузой 5 единиц измерения. Квадрат на гипотенузе содержит 25 клеток, а вписанный в него квадрат на большем катете—16. Ясно, что оставшаяся часть содержит 9 клеток. Это и будет квадрат на меньшем катете. [6]                   

4. Древнеиндийское доказательство
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 Математики Древней Индии заметили, что для доказательства теоремы Пифагора достаточно использовать внутреннюю часть древнекитайского чертежа. В написанном на пальмовых листьях трактате “Сиддханта широмани” (“Венец знания”) крупнейшего индийского математика XII в. Бхаскары помещен чертеж (рис. 4, а) с характерным для индийских доказательств словом “смотри!”. Как видим, прямоугольные треугольники уложены здесь гипотенузой наружу и квадрат с2 перекладывается в “кресло невесты” а2-b2 (рис. 4, б). Заметим, что частные случаи теоремы Пифагора (например, построение квадрата, площадь которого вдвое больше площади данного квадрата) встречаются в древнеиндийском трактате “Сульва сутра” (VII —V вв. до н.э.). [6]
5. Доказательство Евклида

Доказательство Евклида приведено в предложении 47 первой книги “Начал”. На гипотенузе и катетах прямоугольного треугольника АВС строятся соответствующие квадраты и доказывается, что прямоугольник BJLD равновелик квадрату ABFH, а прямоугольник ICEL — квадрату АСКС. Тогда сумма квадратов на катетах будет равна квадрату на гипотенузе. В самом деле, затушеванные на рисунке треугольники ABD и BFC равны по двум сторонам и углу между ними: FB=AB, BC=BD и 
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ABD. Но SABD=1/2 SBJLD, так как у треугольника ABD и прямоугольника BJLD общее основание BD и общая высота LD. Аналогично SFBC=1\2 SABFH (BF—общее основание, АВ—общая высота). Отсюда, учитывая, что SABD=SFBC , имеем SBJLD= SABFH. Аналогично, используя равенство треугольников ВСК и АСЕ, доказывается, что SJCEL=SACKG. Итак, SABFH+SACKG=SBJLD+SJCEL= SBCED , что и требовалось доказать. Доказательство Евклида в сравнении с древнекитайским или древнеиндийским выглядит чрезмерно сложным. По этой причине его нередко называли “ходульным” и “надуманным”. Но такое мнение поверхностно. Теорема Пифагора у Евклида является заключительным звеном в цепи предложений 1-й книги “Начал”. Для того чтобы логически безупречно построить эту цепь, чтобы каждый шаг доказательства был основан на ранее доказанных предложениях, Евклиду нужен был именно выбранный им путь. 

Еще давно была изобретена головоломка, называемая сегодня “Пифагор”. Нетрудно убедиться в том, что в основе семи частей головоломки лежат равнобедренный прямоугольный треугольник и квадраты, построенные на его катетах, или, иначе, фигуры, составленные из 16 одинаковых равнобедренных прямоугольных треугольников и потому укладывающиеся в квадрат. Такова лишь малая толика богатств, скрытых в жемчужине античной математики — теореме Пифагора. [6]
6. Доказательство теоремы Пифагора

Теорема.
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«Квадрат длины гипотенузы прямоугольного треугольника равен сумме квадратов длин его катетов»

Доказательство.
Пусть Т— прямоугольный треугольник с катетами а, b и гипотенузой с (рис. 5, а). Докажем, что с2=а2+b2.

Построим квадрат Q со стороной а+b (рис. 5, б). На сторонах квадрата Q возьмем точки А, В, С, D так, чтобы отрезки АВ, ВС, CD, DA отсекали от квадрата Q прямоугольные треугольники Т1, Т2, Т3, Т4 с катетами а и b. Четырехугольник ABCD обозначим буквой Р. Покажем, что Р — квадрат со стороной с.

Все треугольники Т1, Т2, Т3, Т4 равны треугольнику Т (по двум катетам). Поэтому их гипотенузы равны гипотенузе треугольника Т, т. е. отрезку с. Докажем, что все углы этого четырехугольника прямые.

Пусть α и β  — величины острых углов треугольника Т. Тогда, как вам известно, α +β= 90°. Угол γ при вершине А четырехугольника Р вместе с углами, равными α и β , составляет развернутый угол. Поэтому α +β =180°. И так как α +β = 90°, то γ =90°. Точно так же доказывается, что и остальные углы четырехугольника Р прямые. Следовательно, четырехугольник Р — квадрат со стороной с.

Квадрат Q со стороной а+b слагается из квадрата Р со стороной с и четырех треугольников, равных треугольнику Т. Поэтому для их площадей выполняется равенство S(Q)=S(P)+4S(T) .

Так как S(Q)=(a+b)2 ; S(P)=c2 и S(T)=1/2(ab), то, подставляя эти выражения в S(Q)=S(P)+4S(T), получаем равенство (a+b)2=c2+4*(1/2)ab . Поскольку (a+b)2=a2+b2+2ab, то равенство (a+b)2=c2+4*(1/2)ab можно записать так: a2+b2+2ab=c2+2ab.

Из равенства a2+b2+2ab=c2+2ab следует, что с2=а2+b2. Теорема доказана. [1], [5]
7. Теорема, обратная теореме Пифагора

Вероятно, за многие столетия со времени открытия теоремы Пифагора немало школьников получило плохие оценки за те или иные ошибки, допущенные при доказательстве. Но, несомненно, более коварной и опасной в этом смысле явилась теорема, ей обратная, на которую в действительности часто надо бы ссылаться в тех случаях, когда школьники ссылаются на теорему Пифагора.

 Вот формулировка обратной теоремы: Если квадрат одной стороны треугольника равен сумме квадратов двух других сторон, то треугольник прямоугольный.

Доказательство.

Пусть в треугольнике АВС АВ2=АС2+ВС2. Докажем, что угол С прямой. Рассмотрим прямоугольный треугольник А1В1С1 с прямым углом С1, у которого А1С1=АС и В1С1=ВС. По теореме Пифагора А1В12=А1С12+В1С12, и, значит, А1В12=АС2+ВС2.

Но АС2+ВС2=АВ2 по условию теоремы. Следовательно, А1В12=АВ2, откуда А1В1=АВ. Треугольники АВС и А1В1С1 равны по трём сторонам, поэтому
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С1, т.е. треугольник АВС прямоугольный с прямым углом С. Теорема доказана.

По теореме, обратной теореме Пифагора, треугольник со сторонами 3,4 и 5 является прямоугольным: 52=32+42. Прямоугольными являются также треугольники со сторонами 5,12,13; 8,15,17 и 7,24,25.    Прямоугольные треугольники, у которых длины сторон выражаются целыми числами, называются пифагоровыми треугольниками. Можно доказать, что катеты а, b и гипотенуза с таких треугольников выражаются формулами a=2m∙n, b=m2-n2; c=m2+n2, где m и n – любые натуральные числа, такие, что m>n. Треугольник со сторонами 3, 4, 5  часто называют египетским треугольником, так как он был известен ещё древним египтянам. Для построения прямых углов египтяне поступали так: на верёвке делали метки, делящие её на 12 равных частей. связывали её концы и растягивали на земле с помощью кольев в виде треугольника со сторонами 3, 4 и 5. Тогда угол между сторонами, равными 3 и 4, оказывался прямым. [1]
8. Арифметическая формулировка теоремы Пифагора

Современная геометрия предпочитает арифметическую формулировку теоремы Пифагора, а именно: если стороны прямоугольного треугольника измерены одним и тем же масштабом, то квадрат числа, выражающего гипотенузу, равен сумме квадратов чисел, выражающих катеты. Коротко: квадрат гипотенузы равен сумме квадратов катетов. Два доказательства, имеющие такую формулировку, мы сейчас и приведём.
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На рисунке 4 изображен квадрат с выделенными на нем четырьмя равными прямоугольными треугольниками. Именно из такого рисунка исходил в своем доказательстве в XII веке индийский математик Бхаскари-Ачарна.

Пусть сторона большого квадрата (она же — гипотенуза прямоугольного треугольника, окрашенного здесь в желтый цвет) равна с. Пусть также два его катета равны соответственно a и b. Тогда, в согласии с чертежом, (a − b)2 + (4ab)/2 = с2, то есть с2 = a2 + b2. Следовательно, если треугольник прямоугольный, то сумма квадратов его катетов действительно равна квадрату гипотенузы.

[image: image24.jpg]


 На рисунке 5 один из трех данных прямоугольных треугольников — объемлющий. Все три треугольника — попарно подобные. В этом и ключ к доказательству, ибо площади подобных фигур, построенных соответственно на катетах и гипотенузе данного прямоугольного треугольника, находятся в том же отношении, в каком площади квадратов, построенных на этих катетах и гипотенузе. Иначе говоря, с помощью рисунка мы получаем равенство ka2 + kb2 = kс2, где a и b — катеты объемлющего треугольника, с — его гипотенуза, k — число, равное отношению площади объемлющего треугольника к площади квадрата, построенного на его гипотенузе. Сокращая обе части равенства на k, получаем, как следствие, теорему Пифагора. [3]
9. Доказательство в картинках


На рисунках запечатлены последовательные этапы доказательства теоремы Пифагора. Красной краски, затраченной на то, чтобы покрасить квадрат, построенный на гипотенузе прямоугольного треугольника (рис. 1), оказывается равно столько, сколько ее требуется, чтобы покрасить квадраты, построенные на катетах этого треугольника (рис. 6). На рисунке 2 квадрат превратился а равновеликую ему фигуру, по форме напоминающую развернутую книгу, движущуюся затем вверх. 

Тот факт, что продолженная на рисунке 3 пунктиром высота прямоугольного треугольника попадает в точку пересечения продолжений сторон квадратов, построенных на катетах, требует обосновании — оно приведено на второй странице обложки. На следующих рисунках «книжка» распадается на параллелограммы, а они превращаются в равновеликие им квадраты, построенные на катетах данного прямоугольного треугольника. Тем самым сумма площадей квадратов, построенных на катетах произвольного прямоугольного треугольника, оказывается равной площади квадрата, построенного на его гипотенузе. Теорема Пифагора доказана. [3]
10. Обобщение теоремы Пифагора

Приведем теперь два обобщения теоремы Пифагора. 

Первое — стереометрическое. Оно установлено впервые, по-видимому, в XVII столетии и довольно часто встречается в прикладной математике. Оказывается, что сумма квадратов площадей трех прямоугольных треугольников, являющихся гранями тетраэдра и имеющих общую вершину при прямых углах (рис. 6), равна квадрату площади невидимой грани этого тетраэдра. 
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Второе обобщение - теорема Паппа Александрийского (III век н. э.). Она гласит: во всяком треугольнике параллелограмм, построенный на одной стороне треугольника внутрь его и имеющий две другие вершины вне треугольника, равновелик сумме двух параллелограммов, построенных на двух других сторонах треугольника так, что стороны их, параллельные сторонам треугольника, проходят через вершины первого параллелограмма. Короче говоря, на рисунке 7 площадь нижнего параллелограмма равна сумме площадей параллелограммов, построенных на боковых сторонах треугольника.

[image: image7.png]



На рисунке 8 отчетливо выделяются два равных, а потому и равновеликих треугольника с параллельными соответственными сторонами. На рисунке 9 выделены две трапеции на боковых, сторонах данного треугольника, сумма площадей которых равна площади трапеции, построенной на его основании. Отсюда сразу следует справедливость теоремы Паппа. [3]
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 Заключение

Рассмотрев некоторые классические доказательства теоремы Пифагора, известные из древних геометрических трактатов, хочется сказать об их важности, т.к. им уделяется малое внимание в школьном курсе геометрии. Необходимо подчеркнуть, прежде всего, то, что из теоремы Пифагора или с её помощью можно вывести большинство теорем геометрии. Мы не привели все доказательства, но надеемся, что приведённые примеры вызвали интерес по отношению к теореме Пифагора.  
Мы провели блиц-опрос учащихся 8-9 классов (всего 109 человек) по следующим вопросам:

1. Знаете ли вы, кто такой Пифагор? (См. Диаграмму 1)
2. Знаете ли вы, теорему Пифагора? (См. Диаграмму 2)
3. Сколько различных доказательств этой теоремы, вы знаете? (См. Диаграмму 3)
4. Знаете ли вы, кто ещё занимался доказательством этой теоремы. 

Если да, то назовите этих людей. (См. Диаграмму 4)
Результаты опроса, представленные в приложении, показывают необходимость пропаганды различных доказательств теоремы Пифагора и исторических фактов, связанных с ней. 
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Диаграмма 2
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Диаграмма 3
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Диаграмма 4
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