



 Министерство образования Саратовской области
МОУ "Средняя общеобразовательная школа №2
г. Пугачева Саратовской области"

Региональном конкурс 
ученических творческих работ по математике
«Математика в моей жизни – 2009»




"От натурального числа  до мнимой единицы"



Автор:  Духанов Данил Сергеевич
Учащийся  11 «Б» класса
СОШ № 2 г. Пугачева Саратовской области
Домашний адрес: 413720, г. Пугачев, 
Ул. Оренбургская, д.114
Домашний телефон: 2-35-01
Научный руководитель:
Горина Татьяна Евгеньевна,
Учитель математики СОШ № 2
Г. Пугачева
Адрес: 413720, г. Пугачев,
Ул. Коммунистическая, д.12
СОШ № 2, тел: 2-19-38

Г. Пугачев – 2009г

Содержание

I 
Введение ………………………………………………………………………… 2-3

II Основная часть
Глава 1 История возникновения чисел ………………………………………… 4-6
Глава 2 Комплексные числа …………………………………………………….7-11
Глава 3 Применение комплексных чисел в геометрии ……………………...12-14
Глава 4 Значение изучения комплексных чисел …………………………….14-15

III
Заключение ………………………………………………………………………..16
Использованная литература ……………………………………………………...17
















	Введение
«Если бы не число и его природа, ничто
существующее нельзя было бы постичь им
само по себе, ни в его отношениях к другим
вещам. Мощь чисел проявляется во всех
деяниях и помыслах людей, во всех ремеслах и в музыке»
  		 Пифагореец Филолай, 5 в. до н. э.

Понятие числа является основным стержнем всего школьного курса математики, пронизывающим этот курс от первого до последнего класса. И, конечно, только в старших классах уместен достаточно полный, систематизирующий взгляд на общую картину завершившегося эволюционного процесса. Я решил написать свою работу учителям математики в поддержку уроков, а также же для расширения кругозора учеников, особо интересующихся математикой. 
История чисел, по-моему, интереснейшая тема для изучения, ведь каждый день мы встречаемся с числами: с целыми, дробными, рациональными, натуральными. И будет интересно узнать, кто же их придумал на самом деле, не правда ли? Также в тексте работы я подробно рассмотрю и так называемые «комплексные числа», изучение которых затрагивается поверхностно лишь в старших классах физико-математических гимназий или же на первом курсе высшей математики. 
Цель моей работы:  рассказать об истории возникновении большинства существующих  видов чисел, отдельно рассмотреть комплексные числа, выяснить насколько они полезны и найти их практическое применение.






 Итак, я поставил перед собой задачи: 
1. Собрать материал по своей теме, «провести» слушателей по всей истории возникновения чисел.
2. Подробно рассказать о комплексных числах.
3. Выяснить, а нужны ли вообще комплексные числа в современном мире? 
4. Найти применение комплексных чисел в различных отраслях науки.
5. Подвести итоги своей работы.
На кого ориентирована работа:  моя работа будет полезна учителям для проведения дополнительных занятий, а также ученикам, интересующимся математикой.
Апробация работы: материалы работы использовались на открытых уроках математики, элективных курсах, факультативах.
Место проведения: г. Пугачев, Саратовская область.
Сроки проведения: 2009 учебный год.














Глава 1
История возникновения чисел
Древнегреческие математики считали “настоящими” только натуральные числа. Постепенно складывалось представление о бесконечности множества натуральных чисел. 
Самым первым инструментом счета у древнего пещерного человека, безусловно, были пальцы рук. Сама природа предоставила человеку сей универсальный счетный инструмент. У многих народов пальцы (или их суставы) при любых торговых операциях выполняли роль первого счетного устройства. Для большинства бытовых потребностей людей их помощи вполне хватало. К счету по пальцам рук восходят многие системы счисления, например пятеричная (одна рука), десятеричная (две руки), двадцатеричная (пальцы рук и ног), сорокаричная (суммарное число пальцев рук и ног у покупателя и продавца). У многих народов пальцы рук долгое время оставались инструментом счета и на наиболее высоких ступенях развития. 

Уже позже, в III веке Архимед разработал систему обозначения вплоть до такого громадного как . Наряду с натуральными числами применяли дроби - числа, составленные из целого числа долей единицы. В практических расчетах дроби применялись за две тысячи лет до н. э. в древнем Египте и древнем Вавилоне. Долгое время полагали, что результат измерения всегда выражается или в виде натурального числа, или в виде отношения таких чисел, то есть дроби. Древнегреческий философ и математик Пифагор учил, что элементы чисел являются элементами всех вещей, и весь мир в целом является гармонией и числом. Сильнейший удар по этому взгляду был нанесен открытием, сделанным одним из пифагорейцев. Он доказал, что диагональ квадрата несоизмерима со стороной. Отсюда следует, что натуральных чисел и дробей недостаточно, для того чтобы выразить длину диагонали квадрата со стороной 1. Есть основание утверждать, что именно с этого открытия начинается эра теоретической математики: открыть существование несоизмеримых величин с помощью опыта, не прибегая к абстрактному рассуждению, было невозможно.            


 Следующим важным этапом в развитии понятия о числе было введение отрицательных чисел - это было сделано китайскими математиками за два века до н. э. Отрицательные числа применяли в III веке древнегреческий математик Диофант, знавший уже правила действия над ними, а в VII веке эти числа уже подробно изучили индийские ученые, которые сравнивали такие числа с долгом. С помощью отрицательных чисел можно было единым образом описывать изменения величин. Уже в VIII веке было установлено, что квадратный корень из положительного числа имеет два значения - положительное и отрицательное, а из отрицательных чисел квадратный корень извлекать нельзя: нет такого числа , чтобы .



 В XVI веке в связи с изучением кубических уравнений оказалось необходимым извлекать квадратные корни из отрицательных чисел. В формуле для решения кубических уравнений вида  кубические и квадратные корни: .


 Эта формула безотказно действует в случае, когда уравнение имеет один действительный корень (), а если оно имеет  три действительных корня (), то под знаком квадратного корня оказывалось отрицательное число. Получалось, что путь к этим корням ведет через невозможную операцию извлечения квадратного корня из отрицательного числа. Вслед за тем, как были решены уравнения 4-й степени, математики усиленно искали формулу для решения уравнения 5-й степени. 
 В 1830 году Галуа (Франция) доказал, что никакое общее уравнение, степень которого больше чем 4, нельзя решить алгебраически. Тем не менее, всякое уравнение n-й степени имеет (если рассматривать и комплексные числа) n корней (среди которых могут быть и равные). В этом математики были убеждены еще в XVII веке (основываясь на разборе многочисленных частных случаев), но лишь на рубеже XVIII и XIX веков упомянутая теорема была доказана Гауссом.




Итальянский алгебраист Дж. Кардано в 1545 г. предложил ввести числа новой природы. Он показал, что система уравнений , не имеющая решений во множестве действительных чисел, имеет решения вида , , нужно только условиться действовать над такими выражениями по правилам обычной алгебры и считать что . Кардано называл такие величины “чисто отрицательными”, считал их бесполезными и старался их не употреблять. В самом деле, с помощью таких чисел нельзя выразить ни результат измерения какой-нибудь величины, ни изменение какой-нибудь величины. Но уже в 1572 году вышла книга итальянского алгебраиста Р. Бомбелли, в которой были установлены первые правила арифметических операций над такими числами, вплоть до извлечения из них кубических корней. 
Итак, в настоящем времени существует семь общепринятых уровней обобщения чисел: натуральные, рациональные, действительные, комплексные, векторные, матричные и трансфинитные (последние я упомянул лишь для ознакомления, они изучаются только на последних курсах высшей математики).













Глава 2
Комплексные числа
“Никто ведь не сомневается в точности результатов, получаемых при вычислениях с мнимыми количествами, хотя они представляют собой только алгебраические формы и иероглифы нелепых количеств” 
Л. Карно.


Название “мнимые числа” ввел в 1637 году французский математик и философ Р. Декарт, а в 1777 году один из крупнейших математиков XVIII века - Л. Эйлер предложил использовать первую букву французского слова imaginaire (мнимый) для обозначения числа  (мнимой единицы). Этот символ вошел во всеобщее употребление благодаря К. Гауссу.  Термин “комплексные числа”  так же был введен Гауссом в 1831 году. Слово комплекс означает связь, сочетание, совокупность понятий, предметов, явлений и т. д., образующих единое целое.
Комплексным числом называют сумму действительного числа и чисто мнимого числа:
z = a + bi, где i – мнимая единица
 В течение XVII века продолжалось обсуждение арифметической природы мнимых чисел, возможности дать им геометрическое обоснование.  
Постепенно развивалась техника операций над мнимыми числами. 
Чтобы сложить 2 и более комплексных числа нужно сложить их суммы действительной части с мнимой единицей, т.е 
z1+z2 = (a + bi) + (c + di) = (a + c) + (b + d)i
Аналогично находится разность комплексных чисел:
z1+z2 = (a + bi) - (c + di) = (a - c) + (b - d)i
Для произведения комплексных чисел формула получается более сложной:
z1z2 = (a + bi)(c + di) = (ac - bd) + (bc +ad)i
И, наконец, формула частного для двух комплексных чисел:


В конце XVIII века, в начале XIX века было получено геометрическое истолкование комплексных чисел. Датчанин К. Вессель, француз Ж. Арган и немец К. Гаусс независимо друг от друга предложили изобразить комплексное число z = x+iy  точкой  на координатной плоскости. 
[image: ]


            .
Число z тогда называют комплексной координатой точки М.
Поскольку множество точек евклидовой плоскости находится во взаимно однозначном соответствии с множеством комплексных чисел, то эту плоскость называют также плоскостью комплексных чисел. Начало О декартовой системы координат называют при этом начальной или нулевой точкой плоскости комплексных чисел. 
При у=0 число z действительное. Действительные числа изображаются точками оси х, поэтому она называется действительной осью. При х=0 число z чисто мнимое: z=iy. Мнимые числа изображаются точками оси у, поэтому она называется мнимой осью. Нуль - одновременно действительное и чисто мнимое число.
Paccтoяниe от начала О плоскости до точки М(z) называется модулем комплексного числа z и обозначается |z| или r:

|z| = r = |OM| = .

 Если  — ориентированный угол, образованный вектором  с осью х, то по определению функции синуса и  косинуса 




откуда  и поэтому  .

Такое представление комплексного числа z называется его тригонометрической формой. Исходное представление z = x + iy называют алгебраической формой этого числа. При тригонометрическом представлении угол  называют аргументом комплексного числа и обозначают еще через arg z:

.



Если дано комплексное число z=x+iy, то число  называется комплексно-сопряженным (или просто сопряженным) этому числу z. Тогда, очевидно, и число z сопряжено числу . Точки М(z) и  симметричны относительно оси х (рис.2).	

Из равенства следует y=0 и обратно. Это значит, что число, равное своему сопряженному, является действительным и обратно. 



     Точки с комплексными координатами z и -z симметричны относительно начальной точки О. Точки с  комплексными координатами z и  симметричны относительно оси у. Из равенства z= вытекает x=0 и обратно. Поэтому условие z= является критерием чисто мнимого числа. 


Для любого числа z, очевидно, |z| = || = |-z| = ||.

Сумма и произведение двух сопряженных комплексных чисел являются действительными числами:  .
Число, сопряженное с суммой, произведением или же частным комплексных чисел, есть соответственно сумма, произведение или же частное чисел, сопряженных данным комплексным числам:


Эти равенства можно легко проверить, пользуясь формулами для операций над комплексными числами.  				
[image: ]Каждой точке М(z) плоскости - взаимно однозначно соответствует вектор. Поэтому комплексные числа можно интерпретировать векторами, приложенными к точке O. Сложению и вычитанию комплексных чисел отвечает сложение и вычитание соответствующих им векторов. 
Если а и b - комплексные координаты точек  A и В соответственно, то число
 с = а+b является координатой точки С, такой, что 
 (рис.3). Комплексному числу d = a-b соответствует такая точка D, что .
 Расстояние между точками А и В равно 
|АВ| = |а-b|.                                                     (1) 

Так как |z|2= z, то          				
 |AB|2=(a-b)().                                              (2)
Пусть точка  С  является серединой отрезка AB, тогда:
                                                                              		               (3)



Пусть имеем параллелограмм ABCD. Его центр имеет комплексную координату  =  при условии, что точки А, В, С, D имеют соответственно комплексные координаты а, b, с, d. Если не исключать случай вырождения параллелограмма, когда все его вершины оказываются на одной прямой, то равенство         
a + c = b + d                                                    (4)
является необходимым и достаточным условием того, чтобы четырехугольник ABCD был параллелограммом.


На рубеже XVII и XVIII веков была построена общая теория корней n-ых степеней сначала из отрицательных, а затем из любых комплексных чисел, основанная на следующей формуле английского математика А. Муавра (1707): . С помощью этой формулы можно было так же вывести формулы для косинусов и синусов кратных дуг. Л. Эйлер вывел в 1748 году замечательную формулу: ,  которая связывала воедино показательную функцию с тригонометрической. 

С помощью формулы Л. Эйлера можно было возводить число e в любую комплексную степень. Любопытно, например, что . Можно находить синус и косинус от комплексных чисел, вычислять логарифмы таких чисел, то есть строить теорию функций комплексного переменного.
Квадратные уравнения также можно решать с помощью комплексных чисел (Если D < 0, то ). 
Например, уравнение:
z2 - 3z + 8,5 = 0,
 D = -25,
 z1, 2 = .



















Глава 3
Применение комплексных чисел в геометрии
Многие задачи элементарной геометрии можно изящно и просто решать при помощи комплексных чисел. Однако, значение комплексных чисел заключается не только в изяществе и краткости решения задач посредством этих чисел, хотя и это весьма существенно. Не менее важно и то, что в результате применения комплексных чисел при решении задач  нередко обнаруживаются новые детали, удается сделать интересные обобщения и внести уточнения, которые подсказываются анализом полученных формул и соотношений. Далее я рассмотрю некоторые задачи с комплексными числами.
Задача 1. Точки М и N — середины диагоналей АС и BD четырехугольника ABCD. (Рис.1)
Доказать, что |AB|2+|BC|2+|CD|2+|DA|2 = |AC|2+|BD|2+4|MN|2.
Решение. Пусть точкам A, В, С, D, М, N соответствуют комплексные числа а, b, с, d, т, п.


Так как m =  и n = , то  

|AB|2+|BC|2+|CD|2+|DA|2           



|AC|2+|BD|2+4|MN|2 


.
Равенство доказано.
[image: C:\Documents and Settings\DanFau\Рабочий стол\Безымянный.JPG]
Рис. 1                                      
                          
Задача 2. Доказать, что если в плоскости параллелограмма ABCD существует такая точка М, что |MA|2+|MC|2=|MB|2+|MD|2, то  ABCD - прямоугольник. (Рис.2)

Решение. Если за начальную точку принять центр параллелограмма ABCD, то при принятых ранее обозначениях с = -a, d= -b, и поэтому данное в условии равенство будет эквивалентно равенству , которое означает, что диагонали параллелограмма равны, т. е. он прямоугольник.
[image: C:\Documents and Settings\DanFau\Рабочий стол\Безымянный1.JPG]
Рис. 2

Задача 3. Доказать, что сумма квадратов диагоналей AC, BD четырехугольника ABCD равна удвоенной сумме квадратов отрезков MN, PQ, соединяющих середины противоположных сторон. (Рис.3) 

Решение. Требуется доказать: 

Запишем левую часть равенства в комплексной форме: Воспользовавшись (3), находим комплексное равенство правой части и непосредственным подсчетом убеждаемся, что она равна левой.
[image: C:\Documents and Settings\DanFau\Рабочий стол\Безымянный2.JPG]
Рис. 3

Глава 4
Значение изучения комплексных чисел
Большой вклад в развитие теории функций комплексной переменной внесли советские ученые: Н. И. Мусхелишвили занимался ее применениями к упругости, М. В. Келдыш и М. А. Лаврентьев - к аэро- и гидродинамике, Н. Н. Богомолов и В. С. Владимиров - к проблемам квантовой теории поля. 
В конце XVIII века французский математик Ж. Лагранж сказал, что математический анализ уже не затрудняют мнимые величины. С помощью мнимых чисел научились выражать решения линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами. Такие уравнения встречаются, например,  в теории колебаний материальной точки в сопротивляющейся среде. Еще раньше швейцарский математик Я. Бернулли применял комплексные числа для решения интегралов.
 Хотя в течение XVIII века с помощью комплексных чисел были решены многие вопросы, в том числе и прикладные задачи, связанные с картографией, гидродинамикой и т. д., однако еще не было строго логического обоснования теории этих чисел. Поэтому французский ученый П.Лаплас считал, что результаты, полученные с помощью мнимых чисел, - только наведение, приобретающее характер настоящих истин лишь после подтверждения прямыми доказательствами.
Развитие учения о комплексных числах находит себе важнейшие применения в теории электротехники, электромеханики, радиотехники, самолётостроении и других наук. 
Действия над комплексными числами связаны с важными действиями геометрического характера и имеют значительные и обширные приложения. Также с их помощью можно иногда с большей простотой получить такие результаты, относящиеся к действительным числам, которые без комплексных чисел получаются с большим трудом.
Важную роль комплексные числа играют в экономике:
Товар является носителем двух составляющих: потребительских свойств, объективно присущих товару, и цены – денежной оценки потребительских свойств товара конкретным потребителем. С учетом того, что и потребительские свойства товара и его цена являются необходимыми показателями  свойств товара, возникает потребность разработки и использования комплексного показателя, характеризующего эти две стороны одного объекта. Именно таким показателем может стать комплексное число, состоящее из действительной и мнимой частей. 
Представив какую-либо оценку потребительских свойств товара П как действительную часть комплексного числа, а его цену Ц – как мнимую часть, получим: Е=П+iЦ.
Введение комплексных чисел, помимо своего чисто математического значения, представляет собой едва ли не самую яркую на протяжении школьного курса иллюстрацию диалектического развития математических понятий. Совокупность комбинаций вещественного и чисто мнимого чисел образует единое стройное целое – мир комплексных чисел, находящий себе наглядную иллюстрацию в цельном и законченном образе комплексной плоскости. Вряд ли можно подыскать другой пример, который с такой яркостью, наглядностью, логической простотой и вместе с такой исчерпывающей полнотой мог бы иллюстрировать диалектические законы развития математических понятий. 
Применение комплексных чисел в различных отраслях науки означает, что комплексные числа всё-таки придуманы не зря и нужны для дальнейшего изучения.






Заключение
Итак, в своей работе я представил вам историю возникновения чисел.
 История развития человечества подтверждает слова великого математика К. Гаусс - «Число – это продукт нашего разума…» Действительно, с каждым этапом развития человек придумывает всё новые и новые виды чисел.
Здесь я остановился на вопросе применения комплексных чисел к решению планиметрических задач, а что, если комплексные числа применять к решению стереометрических задач? Опять находить красивые закономерности, факты, уточнения, делать обобщения, открывать все новое и новое. Но это вопросы уже других работ. 
Конечно, моя работа не может вместить в себя все задачи и теоремы, многие  к тому же еще не сформулированы. Здесь рассмотрены лишь некоторые темы, по каждой из которых были представлены задачи и их решения.
Хочется отметить и то, что излагаемая тема еще мало изучена вообще, просто ей не занимаются, поэтому она таит в себе много скрытого и неизвестного, что дает прекрасную возможность для дальнейшей работы над ней.
Подводя  итоги, можно сделать вывод: метод комплексных чисел в применении к решению задач по элементарной геометрии можно изучать старшим школьникам на факультативных занятиях, так как этот метод использует аппарат комплексных чисел, что, безусловно, должно заинтересовать увлекающихся математикой учеников. 
Надеюсь, моя тема понравилась вам и дала необходимый материал к написанию вашей собственной работы! Спасибо за внимание.  
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