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Введение
   Теорема, доказанная Пифагором, является предметом пристального внимания исследователей с древних времён. Вместе с тем, некоторые вопросы, связанные с её обоснованием, дальнейшим применением, до сих пор интересуют науку. Этим  обусловлена актуальность темы. Кроме того, актуальность исследования теоремы Пифагора во многом связана с её практической и прикладной значимостью. Сам факт существования различных доказательств этой теоремы (около 500) свидетельствует о гигантском числе ее конкретных реализаций.
    Теорема Пифагора – важнейшее утверждение геометрии. Теорема формулируется так: в прямоугольном треугольнике квадрат гипотенузы равен сумме квадратов катетов. 
     Цель исследования – изучение, обобщение, описание материала, связанного с теоремой Пифагора, в его учебно-методическом аспекте.
      В соответствии с обозначенной целью ставятся следующие задачи:

- изучение и обобщение теоретического материала;

- описание теоретического материала;

- изучение и систематизация доказательств теоремы;

- решение задач с применением теоремы (базовых и олимпиадных).  
    Основные методы исследования – систематизация, обработка, анализ, описание данных.

   Практическая значимость обусловлена необходимостью углубленного изучения геометрии, связанного с подготовительной  работой к сдаче ЕГЭ по математике, одной из обязательных дисциплин школьного курса.   

    Практическое применение нашей работы состоит в использовании материала при преподавании алгебры и геометрии в школе, а также в популяризации научных знаний.  

     Глава 1. Теорема Пифагора
1. 1. История открытия теоремы

   Обычно открытие теоремы Пифагора приписывают древнегреческому философу и математику Пифагору. Но изучение вавилонских клинописных таблиц и древнекитайских рукописей (копий еще более древних манускриптов) показало, что это утверждение было известно задолго до Пифагора, возможно, за тысячелетия до него. Заслуга же Пифагора состояла в том, что он открыл доказательство этой теоремы [11].

    Исторический обзор начнем с древнего Китая (см. прил. 1). Здесь особое внимание привлекает математическая книга Чу-пей. В этом сочинении так говорится о пифагоровом треугольнике со сторонами 3, 4, 5: «Если прямой угол разложить на составные части, то линия, соединяющая концы его сторон, будет 5, когда основание есть 3, а высота 4» [5].
   В этой же книге предложен рисунок, который совпадает с одним из чертежей индусской геометрии Басхары.

   Также теорема Пифагора была обнаружена и в древнекитайском трактате «Чжоу – би суань цзинь» («Математический трактат о гномоне»), время создания которого точно неизвестно, но где утверждается, что XV в. до н. э. китайцы знали свойства египетского треугольника, а в XVI в. до н. э. – и общий вид теоремы.

   Кантор (крупнейший немецкий историк математики) считает, что равенство 3² +4² = 5² было известно уже египтянам еще около 2300 г. до н. э. во время царя Аменемхета I (согласно папирусу 6619 Берлинского музея).

По мнению Кантора, гарпедонапты, или «натягиватели веревок», строили прямые углы при помощи прямоугольных треугольников со сторонами 3, 4 и 5.

   Очень легко можно воспроизвести их способ построения. Возьмем веревку длиною в 12 м и привяжем к ней по цветной полоске на расстоянии 3 м от одного конца и 4 м от другого. Прямой угол окажется заключенным между сторонами длиной в 3 и 4 м. Гарпедонаптам можно было бы возразить, что их способ построения становится излишним, если воспользоваться, например, деревянным угольником, применяемым всеми плотниками. И действительно, известны египетские рисунки, на которых встречается такой инструмент, например рисунки, изображающие столярную мастерскую.

   Несколько больше известно о теореме Пифагора у вавилотян (см прил. 1). В одном тексте, относимом ко времени Хаммурапи, т. е. к 2000 г. до н. э., приводится приближенное вычисление гипотенузы прямоугольного треугольника. Отсюда можно сделать вывод, что в Двуречье умели производить вычисления с прямоугольными треугольниками, по крайней мере, в некоторых случаях. Основываясь, с одной стороны, на сегодняшнем уровне знаний о египетской и вавилонской математике, а с другой – на критическом изучении греческих источников, Ван-дер-Варден (голландский математик) сделал следующий вывод:

   «Заслугой первых греческих математиков, таких как Фалес, Пифагор и пифагорейцы, является не открытие математики, но ее систематизация и обоснование. В их руках вычислительные рецепты, основанные на смутных представлениях, превратились в точную науку» [5].

   Геометрия у индусов, как и у египтян и вавилонян, была тесно связана с культом. Весьма вероятно, что теорема о квадрате гипотенузы была известна и в Индии уже около XVIII века до н. э., также о ней было известно и в древнеиндийском геометрическом трактате VII-V вв. до н. э. «Сульва сутра» («Правила веревки»).

   Но несмотря на все эти доказательства, имя Пифагора столь прочно сплавилось с теоремой Пифагора, что сейчас просто невозможно представить, что это словосочетание распадется. То же относится и к легенде о заклинание быков Пифагора. Да и вряд ли нужно препарировать историко-математическим скальпелем красивые древние предания [11].
     1. 2. Пифагор и его школа
   В VI в. до н. э. средоточием греческой науки и искусства стала Иония – группа островов Эгейского моря, расположенных у берегов малой Азии. Там в семье золотых дел мастера, резчика печатей и гравера Мнесарха родился сын. По преданию в Дельфах, куда приехали Мнесарх с женой Парфенисой,- то ли по делам, то ли в свадебное путешествие – оракул предрёк им рождение сына, который прославился в веках своей мудростью, делами и красотой. Бог Аполлон, устами оракула, советует им плыть в Сирию. Пророчество чудесным образом сбывается – в Сидоне Парфениса родила мальчика. И тогда по древней традиции Парфениса принимает имя Пифида, в честь Аполлона Пифийского, а сына нарекает Пифагором, т. е. предсказанным пифией.

   В легенде ничего не говорится о годе рождения Пифагора; исторические исследования датируют его появление на свет приблизительно 580 годам до н. э. Вернувшись из путешествия, счастливый отец воздвигает алтарь Аполлону и окружает юного Пифагора заботами, которые могли бы способствовать исполнению божественного пророчества.

   Возможность дать сыну хорошее воспитание и образование у Мнесарха были. Как всякий отец, Мнесарх мечтал, что сын будет продолжать его дело – ремесло золотых дел мастера. Жизнь рассудила иначе. Будущий великий математик и философ уже в детстве обнаружил большие способности к наукам. У своего первого учителя Гермодамаса Пифагор получает знания основ музыки и живописи. Для упражнения памяти Гермодамас заставлял его учить песни из «Одиссеи» и «Илиады». Первый учитель прививал ему любовь к природе и её тайнам. «Есть еще и другая школа, - говорил Гермодамас, - твои чувствования происходят от Природы, да будет она первым и главным предметом твоего учения».

   Прошло несколько лет, и по совету своего учителя Пифагор решает продолжить образование в Египте, у жрецов. Попасть в Египет в то время было трудно, потому что страну фактически закрыли для греков. Да и властитель Самоса тиран Поликрат тоже не поощрял подобные поездки. При помощи учителя Пифагору удается покинуть о. Самос. Но пока до Египта далеко. Он живет на о. Лесбос у своего родственника Зоила. Там происходит знакомство Пифагора с философом Ферекидом – другом Фалеса Милетского. У Ферекида Пифагор учится астрономии, предсказанию затмений, тайнам чисел, медицине и другим обязательным для того времени наукам. Пифагор прожил на Лесбосе несколько лет. Оттуда путь Пифагора лежит в Милет – к знаменитому Фалесу, основателю первой в истории философской школы. От него принято вести историю греческой философии.

   Пифагор внимательно слушает в Милете лекции Фалеса, тогда уже 80-го старца, и его более молодого коллегу и ученика Анаксимандра, выдающегося географа и астронома. Много важных знаний приобрел Пифагор за время своего прибывания в Милетской школе. Но Фалес тоже советует ему поехать в Египет, чтобы продолжать образование. И Пифагор отправляется в путь.

   Перед Египтом он на некоторое время останавливается в Финикии, где, по преданию, учится у знаменитых сидонских жрецов. Пока он живет в Финикии, его друзья добиваются того, что Поликрат – властитель Самоса, не только прощает беглеца, но даже посылает ему рекомендательное письмо для Амазиса – фараона Египта. В Египте благодаря покровительству Амазиса Пифагор знакомится с мемфийскими жрецами. Ему удается проникнуть в «святая святых» - египетские храмы, куда чужестранцы не допускались. Чтобы приобщиться к тайнам египетских храмов, Пифагор, следуя традиции, принимает посвящение в сан жреца.

   Учеба Пифагора в Египте способствует тому, что он сделался одним из самых образованных людей своего времени.
    К этому периоду относится событие, изменившее его дальнейшую жизнь. Скончался фараон Амазис, а его преемник по трону не выплатил ежегодную дань Камбизу, персидскому царю, что послужило достаточным поводом для войны. Персы не пощадили даже священные храмы. Подверглись гонениям и жрецы: их убивали или брали в плен. Так попал в персидский плен и Пифагор.

   Согласно старинным легендам, в плену в Вавилоне Пифагор встречался с персидскими магами, приобщился к восточной астрономии и мистике, познакомился с учением халдейских мудрецов. Халдеи познакомили Пифагора со знаниями, накопленными восточными народами в течение многих веков: астрономией и астрологией, медициной и арифметикой. Эти науки у халдеев в значительной степени опирались на представления о магических и сверхъестественных силах, они придали определенное мистическое звучаний философии и математике Пифагора…

   Двенадцать лет пробыл в вавилонском плену Пифагор, пока  его не освободил персидский царь Дарий Гистасп, прослышавший о знаменитом греке. Пифагору уже 60, он решает вернуться на родину, чтобы приобщить к накопленным знаниям свой народ.

   С тех пор как Пифагор покинул Грецию, там произошли большие изменения. Лучшие умы, спасаясь от персидского ига, перебрались в Южную Италию, и основали там города – колонии Сиракузы, Агригент, Кротон. Здесь и задумывает Пифагор создать собственную философскую школу.

   Довольно быстро он завоевывает большую популярность среди жителей. Энтузиазм населения так велик, что даже девушки и женщины нарушали закон, запрещавший им присутствовать на собраниях. Одна из таких нарушительниц, девушка по имени Теано, становится вскоре женой Пифагора.

   В это время в Кротоне и других городах Великой Греции растет общественное неравенство; вошедшая в легенды роскошь сибаритов       

 ( жителей города Сибариса) бок о бок соседствует с бедностью, усиливается социальная угнетенность, заметно падает нравственность. Вот в такой обстановке Пифагор выступает с развернутой проповедью нравственного совершенствования и познания. Жители Кротона единодушно избирают мудрого старца цензором нравов, своеобразным духовным отцом города. Пифагор умело использует знания, полученные в странствиях по свету. Он объединяет лучшее из разных религий и верований, создает свою собственную систему, определяющим тезисом которой стало убеждение в нерасторжимой взаимосвязи всего сущего (природы, человека, космоса) и в равенстве всех людей перед лицом вечности и природы.

   В совершенстве владея методами египетских жрецов, Пифагор «очищал души своих слушателей, изгонял пороки из сердца и наполнял умы светлой истиной». В Золотых стихах Пифагора те нравственные правила, строгое исполнение которых приводит души заблудших к совершенству.

   Со временем Пифагор прекращает выступления в храмах и на улицах, а учит уже в своём доме. Система обучения была сложной, многолетней. Желающие приобщиться к знанию должны пройти испытательный срок от трёх до пяти лет. Все это время ученики обязаны хранить молчание и только слушать Учителя, не задавая никаких вопросов. В этот период проверялись их терпение, скромность.

   Пифагор учил медицине, принципам политической деятельности, астрономии, математике, музыке, этике и многому другому. Из его школы вышли выдающиеся политические и государственные деятели, историки, математики и астрономы. Это был не только учитель, но и исследователь. Исследователями становились и его ученики. Пифагор развил теорию музыки и акустики, создав знаменитую «пифагорейскую гамму» и проведя основополагающие эксперименты по изучению музыкальных тонов: найденные соотношения он выразил на языке математики. В Школе Пифагором впервые высказана догадка о шарообразности земли. Мысль о том, что движение небесных тел подчиняется определенным математическим соотношениям, идеи «гармонии мира» и «музыки сфер», впоследствии приведшие к революции в астрономии, впервые появились именно в Школе Пифагора.

   Многое сделал учёный и в геометрии. Доказанная Пифагором теорема носит его имя. Достаточно глубоко исследовал Пифагор и математические отношения, закладывая тем самым основы теории пропорций. Особенное внимание он уделял числам и их свойствам, стремясь познать смысл и природу вещей. Посредством чисел он пытался даже осмыслить такие вечные категории бытия, как справедливость, смерть, постоянство, мужчина, женщина и прочее.

   Пифагорейцы полагали, что все тела стоят из мельчайших частиц – «единиц бытия», которые в различных сочетаниях соответствуют различным геометрическим фигурам. Число для Пифагора и материей, и формой Вселенной. Из этого представления вытекал и основной тезис пифагорейцев: «Все вещи – суть числа». Но поскольку числа выражали «сущность» всего, то и объяснять явления природы следовало только с их помощью. Пифагор и его последователи своими работами заложили основу очень важной области математики – теории чисел.

   Все числа пифагорейцы разделяли на две категории – четные и нечетные, что характерно и для некоторых других древних цивилизаций.

Позднее выяснилось, что пифагорейские «четное – нечётное», «правое – левое» имеют глубокие и интересные следствия в кристаллах кварца, в структуре вирусов и ДНК, в знаменитых опытах Пастера с поляризацией винной кислоты, в нарушении четности элементарных частиц и других теориях.

   Не чужда была пифагорейцам и геометрическая интерпретация чисел. Они считали, что точка имеет одно измерение, линия – два, плоскость – три, объём – четыре измерения.

   Десятка может быть выражена суммой первых четырех чисел (1+2+3+4=10), где единица – выражение точки, двойка – линии и одномерного образа, тройка – плоскости и двумерного образа, четвёрка – пирамиды, т. е. трехмерного образа. Ну чем не четырехмерная Вселенная Эйнштейна?

   При суммировании всех плоских геометрических фигур – точки, линии и плоскости – пифагорейцы получали совершенную, божественную шестерку.

   Справедливость и равенство пифагорейцы видели в квадрате числа. Символом постоянства у них было число девять, поскольку все кратные девяти числа имеют сумму цифр опять – точки девять. Число восемь у пифагорейцев символизировало смерть, т. к. кратные восьми имеют уменьшающуюся сумму цифр.

   Пифагорейцы считали четные числа женскими, а нечетные мужскими. Нечетное число – оплодотворяющее и, если его сочетать с четным, оно возобладает; кроме того, если разлагать четное и нечетное надвое, то четное, как женщина, оставляет в промежутке пустое место, между двумя частями. Поэтому и считают, что одно свойственно женщине, а другое мужчине. Символ брака у пифагорейцев состоял из суммы мужского, нечетного числа три и женского, четного числа два. Брак – это пятёрка, равная трем плюс два. По той же причине прямоугольный треугольник со сторонами три, четыре, пять был назван ими «фигура невесты». 

   Четыре числа, составляющие тетраду – один, два, три, четыре – имеют прямое отношение к музыке: они задают все известные консонантные интервалы - октаву (1:2), квинту(2:3) и кварту(3:4). Иными словами, декада воплощает не только геометрически – пространственную, но и музыкально – гармоническую полноту космоса. Среди свойств десятки отметим еще и то, что в неё входит равное количество простых и составных чисел, а также столько же четных, сколько и нечетных.

   Сумма чисел, входящих в тетраду, равна десяти, именно поэтому десятка считалась у пифагорейцев идеальным числом и идеализировала Вселенную. Поскольку число десять – идеальное, рассуждали они, на небе должно быть ровно десять планет. Надо заметить, что тогда были известны лишь Солнце, Земля и пять планет.

   Знаменитая тетрада, состоящая из четырех чисел, повлияла через пифагорейцев на Платона, который придавал особое значение четырем материальным элементам: земле, воздуху, огню и воде. Пифагорейцы знали также совершенные и дружественные числа. Совершенным называлось число, равное сумме своих делителей. Дружественные – числа, каждое из которых – сумма собственных делителей другого числа. В древности числа такого рода символизировали дружбу, отсюда и название.

   Кроме чисел, вызывавших восхищение и преклонение, у пифагорейцев были и так называемые нехорошие числа. Это числа, которые не обладали никакими достоинствами, а ещё хуже, если такое число было окружено «хорошими» числами. Примером тому может служить знаменитое число 13 – чертова дюжина или число 17, вызывающее особое отвращение у пифагорейцев.

   Попытку Пифагора и его школы связать реальный мир с числовыми отношениями нельзя считать неудачной, поскольку в процессе изучения природы пифагорейцы наряду с робкими, наивными порой фантастическими представлениями выдвинули и рациональные способы познания тайн Вселенной. Сведение астрономии и музыки к числу дало возможность более поздним поколениям ученых понять мир ещё глубже.

   После смерти Пифагора в Метапонте (Южная Италия), куда он бежал по окончании восстания в Кротоне, его ученики обосновались в разных городах Великой Греции и организовали там пифагорейские общества.

   В новое время, особенно благодаря бурному развитию естествознания, астрономии и математики, идеи Пифагора о мировой гармонии приобретают новых поклонников. Великие Коперник и Кеплер, знаменитый художник и геометр Дюрер, гениальный Леонардо да Винчи, английский астроном Эддингтон, экспериментально подтвердившие в 1919 году теорию относительности, и многие другие учёные и философы продолжают находить в научно – философском наследии Пифагора необходимое основание для установления закономерностей нашего мира.

   Пифагорейцы вели суровый образ жизни, превыше всего ценили самообладание, смелость и коллективную дисциплину. Пифагорейцы жили вместе, у них было совместное имущество, и даже свои открытия считали общим достоянием, узнавали друг друга по звёздчатому пятиугольнику – пентаграмме.

   Пентаграмма (греч.  pentagrammon, от pente – пять и gramma – линия), правильный пятиугольник, на сторонах которого построены равнобедренные треугольники одинаковой высоты. В частности, они могут быть равносторонними или образованными продолжением сторон пятиугольника, взятых через одну. Последняя пентаграмма оказывается звёздчатым многоугольником, который может быть образован также диагоналями правильного пятиугольника (см. прил. 3).
   Деятельность союза была окружена тайной, поэтому никаких текстов от ранних пифагорейцев не осталось. Кроме того, по традиции, они все открытия приписывали Пифагору, о котором при жизни ходили легенды. Кто на самом деле является автором того или иного результата неизвестно.  

   Пифагорейцы называли собственные исследования «математа, что означает «науки», и делили их на четыре части: арифметику, геометрию, астрономию и гармонию (учение о музыке). Главной считалась арифметика – наука о числах. Именно она лежала в основе и геометрии, и астрономии, и гармонии [1].
1.3.Значение теоремы

    Теорема Пифагора – это одна из самых важных теорем геометрии.                                                           Значение ее состоит в том, что из нее или с ее помощью можно вывести большинство теорем геометрии. Одна из теорем позволяет убедиться в том, что если из точки вне прямой проведены к ней перпендикуляр и наклонные, то:

1. наклонные равны, если равны их проекции;

2. та наклонная больше, которая имеет большую проекцию.

Теорема Пифагора была первым утверждением, связавшим длины сторон треугольников. Потом узнали, как находить длины сторон и углы остроугольных и тупоугольных треугольников. Возникла целая наука тригонометрия («тригон» - по-гречески означает «треугольник»). Это наука нашла применение в землемерии.

   Но еще раньше с ее помощью научились измерять воображаемые треугольники на небе, вершинами которых были звезды. Сейчас тригонометрию применяют даже для измерения расстояний между космическими кораблями.

   Теорема Пифагора позволяет по любым двум сторонам прямоугольного треугольника найти его третью сторону. Решая эту задачу, нам приходится по известному квадрату положительного числа находить само это число.

Благодаря тому, что теорема Пифагора позволяет находить длину отрезка (гипотенузы), не измеряя его непосредственно, она как бы открывает путь с прямой на плоскость, с плоскости в трехмерное пространство и дальше – в многомерные пространства. Этим определяется ее исключительная важность для геометрии и математики в целом [5].
1. 4. Способы доказательства     
     Доказательство теоремы Пифагора учащиеся средних веков считали очень                                    трудным и называли его Dons asinorum – ослиный мост, или elefuga – бегство «убогих», так как некоторые «убогие» ученики, не имевшие серьезной математической подготовки, бежали от геометрии. Слабые ученики, заучившие теоремы наизусть, без понимания и прозванные поэтому «ослами», были не в состоянии преодолеть теорему Пифагора, служившую для них вроде непреодолимого моста. Из-за чертежей, сопровождающих теорему Пифагора, учащиеся называли ее также «ветряной мельницей», составляли стихотворения вроде «Пифагоровы штаны на все стороны равны», рисовали карикатуры.

   На арабском Востоке теорему Пифагора называли  «теорема невесты», а в списках «Начал» Евклида данная теорема значится, как  «теорема нимфы» (за сходство чертежа с пчелкой, бабочкой [19].
   Со времен Пифагора появились сотни доказательств знаменитой теоремы, она даже попала в Книгу рекордов Гиннеса, однако принципиально различных идей в этих доказательствах используется сравнительно немного.
	
	Доказательство Евклида
   Это доказательство было приведено Евклидом в его "Началах". По свидетельству Прокла (Византия), оно придумано самим Евклидом. Доказательство Евклида приведено в предложении 47 первой книги "Начал".

   На гипотенузе и катетах прямоугольного треугольника АВС строятся соответствующие квадраты и доказывается, что прямоугольник BJLD равновелик квадрату ABFH, а прямоугольник ICEL - квадрату АСКС. Тогда сумма квадратов на катетах будет равна квадрату на гипотенузе.

   В самом деле, треугольники ABD и BFC равны по двум сторонам и углу между ними: 

FB = AB, BC = BD

РFBC = d + РABC = РABD

Но 

SABD = 1/2 S BJLD,

так как у треугольника ABD и прямоугольника BJLD общее основание BD и общая высота LD. Аналогично 

SFBC=1\2S ABFH
(BF-общее основание, АВ-общая высота). Отсюда, учитывая, что 

SABD=SFBC,

имеем 

SBJLD=SABFH.

Аналогично, используя равенство треугольников ВСК и АСЕ, доказывается, что 

SJCEL=SACKG.

Итак, 

SABFH+SACKG= SBJLD+SJCEL= SBCED,

что и требовалось доказать. 
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	Упрощенное доказательство Евклида
   Как в доказательствах методом разложения, так и при доказательстве евклидового типа можно исходить из любого расположения квадратов. Иногда при этом удается достигнуть упрощений.

   Пусть квадрат,построенный на одном из катетов (на рисунке это квадрат,построенный на большем катете), расположен с той же стороны катета, что и сам треугольник. Тогда продолжение противоположной катету стороны этого квадрата проходит через вершину квадрата, построенного на гипотенузе. Доказательство в этом случае оказывается совсем простым, т. к. здесь достаточно сравнить площади интересующих нас фигур с площадью одного треугольника(он заштрихован) - площадь этого треугольника равна половине площади квадрата и одновременно половине площади прямоугольника
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	Доказательство Хоукинсa.
   Приведем еще одно доказательство, которое имеет вычислительный характер, однако сильно отличается от всех предыдущих. Оно опубликовано англичанином Хоукинсом в 1909 году; было ли оно известно до этого- трудно сказать.

   Прямоугольный треугольник ABC с прямым углом C повернем на 90° так, чтобы он занял положение A'CB'. Продолжим гипотенузу A'В' за точку A' до пересечения с линией АВ в точке D. Отрезок В'D будет высотой треугольника В'АВ. Рассмотрим теперь заштрихованный четырехугольник A'АВ'В . Его можно разложить на два равнобедренных треугольника САA' и СВВ' (или на два треугольника A'В'А и A'В'В).

SCAA'=b²/2

SCBB'=a²/2

SA'AB'B=(a²+b²)/2

   Треугольники A'В'А и A'В'В имеют общее основание с и высоты DA и DB, поэтому :

SA'AB'B=c*DA/2+ c*DB/2=c(DA+DB)/2=c²/2

Сравнивая два полученных выражения для площади, получим:

a²+b²=c²

Теорема доказана.
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	Доказательство Вальдхейма.
   Это доказательство также имеет вычислительный характер. Можно использовать рисунки для доказательства основанного на вычислении площадей двумя способами. 

   Для того чтобы доказать теорему пользуясь первым рисунком достаточно только выразить площадь трапеции двумя путями.

Sтрапеции=(a+b)²/2

Sтрапеции=a²b²+c²/2

При равнивая правые части получим:

a²+b²=c²

Теорема доказана.
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	Доказательство основанное на теории подобия.

   В прямоугольном треугольника АВС проведем из вершины прямого угла высоту CD; тогда треугольник разобьется на два треугольника, также являющихся прямоугольными. Полученные треугольники будут подобны друг другу и исходному треугольнику. Это легко доказать, пользуясь первым признаком подобия(по двум углам). В самом деле, сразу видно что, кроме прямого угла, треугольники АВС и ACD имеют общий угол a, треугольники CBD и АВС - общий угол b. То, что малые треугольники также подобны друг другу, следует из того, что каждый из них подобен большому треугольнику. Впрочем, это можно установить и непосредственно.
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	   Доказательство индийского математика Басхары изображено на рисунке. В пояснение к нему он написал только одну строчку: "Смотри!". Ученые считают, что он выражал площадь квадрата ,построенного на гипотенузе, как сумму площадей треугольников (4ab/2) и площадь квадрата (a-b)². Следовательно:

c²=4ab/2+(a-b)²

c=2ab+a²-2ab+b²

c²=a²+b²

Теорема доказана.
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	Луночки Гиппократа

   Для того, чтобы доказать теорему о гиппократовых луночках, докажем следующее предложение: Если на катетах и на гипотенузе прямоугольного треугольника построены какие угодно подобные между собой фигуры Fa, Fb, Fc, так, что катеты и гипотенуза являются сходственными отрезками этих фигур, то имеет место равенство: Fa+Fb=Fc. 

   Для доказательства воспользуемся следующей теоремой из теории подобия: площади подобных многоугольников относятся как квадраты сходственных сторон. 

   Если через Fa, Fb, Fc обозначить площади подобных многоугольников, построенных на катетах a, b и гипотенузе с прямоугольного треугольника, то согласно вспомогательной теореме можно написать:

Fa/Fb/Fc=a²/b²/c².

   Эта пропорция означает,что можно найти число k (коэффицент пропорциональности) такое, что 

Fa=ka² Fb=kb² Fc=kc².

. 

   Умножив обе части равенства на k и принимая во внимание предыдущие равенства, получим:

Fa+Fb=Fc.

   Если равенство Fa+Fb=Fc имеет место хотя бы для одной тройки подобных между собой многоугольников, построенных на катетах и на гипотенузе прямоугольного треугольника АВС так, что АС, ВС и АВ есть сходственные отрезки этих многоугольников, то

ka²+kb²=kc²

(где k имеет какое-то определенное значение, зависящее от выбора многоугольников, - нам совершенно не важно, какое именно). Но отсюда вытекает, что

а²+b²=с²,

а это влечет за собой тот факт,что равенство Fa+Fb=Fc выполняется для любых построенных на сторонах прямоугольного треугольника подобных многоугольников, в частности, и для квадратов.
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	   Познакомимся с одним интересным предложением, которое встречается во многих учебниках геометрии под названием теоремы о Гиппократовых луночках.

   Гиппократ Хиосский (вторая половина пятого века до н. э., Афины) занимался квадратурой луночек. Он называл луночкой часть плоскости, ограниченную двумя дугами окружностей. Наше предложение в том виде, как оно будет здесь сформулировано, не встречается у самого Гипократа, который нашел квадратуру только для некоторых луночек. Во всей общности теорему доказал араб Ибн Альхаитам:

"Если на гипотенузе прямоугольного треугольника как на диаметре описать полуокружность, лежащую с той же стороны гипотенузы, что и сам треугольник, то она пройдет через вершину прямого угла." Эту теорему греки приписывали Фалесу Милетскому, но в действительности ее знали еще древние вавилоняне.

Опишем две полуокружности на катетах так, как указано на рисунке, тогда получатся две луночки. Пусть Ка,Кв,Кс- площади полукругов, построенных на катетах и гипотенузе. Согласно теореме, рассмотренной ранее, имеем:

Ка+Кb=Кс.

Этот же результат можно получить, умножив обе части равенства

А²+В²=С² на π/8. 

В самом деле, равенство

(π/8)А+(π/8)В=(π/8)С

означает,что площадь полукруга С диаметром с равна сумме площадей двух других полукругов, с диаметрами a и b. Если мы отнимем те же части(на рисунке они не заштрихованы )как от полукруга,построенного на гипотенузе, так и от полукругов, построенных на катетах, то, вследствие только что доказанной теоремы, получим, что сумма площадей луночек равна площади треугольника.
	[image: image9.png]c






	Векторное док-во

Пусть АВС - прямоугольный треугольник с прямым углом при вершине С, построенный на векторах. Тогда справедливо векторное равенство:b+c=a

откуда имеем

c = a - b

возводя обе части в квадрат, получим

c²=a²+b²-2ab

Так как a перпендикулярно b, то ab=0, откуда

c²=a²+b² или c²=a²+b²

Нами снова доказана теорема Пифагора.

Если треугольник АВС - произвольный, то та же формула дает т. н. теорему косинусов, обобщающую теорему Пифагора.

	[image: image10.png]





	


Глава 2. Применение теоремы Пифагора

2. 1. Базовые задачи [4], [12].
1. В квадрате со стороной 4 см найти диагональ и площадь.

2. В квадрате с диагональю 4 см найти сторону и площадь.

3. В ромбе с диагоналями 6 см и 8 см найти сторону и площадь.

4. В ромбе с одной диагональю 4 и площадью 10 найти другую диагональ.

5. В прямоугольнике с диагональю 5 см и стороной 3 см найти другую сторону и площадь.

6. В равностороннем треугольнике со стороной 6 см найти площадь.

7. В равностороннем треугольнике с высотой 6 см найти площадь.

8. В треугольнике со сторонами 13, 13 и 24 найти площадь.

9. В прямоугольном треугольнике с гипотенузой 17 и катетом 8 найти площадь.

10. В равнобедренном треугольнике с основанием 12 и площадью 48 найти боковую сторону.

11. В прямоугольном треугольнике с катетами 9 и 12 найти высоту, опущенную на гипотенузу.

12. В трапеции с боковыми сторонами 5 и 5 и основаниями 2 и 8 найти площадь.
1.       

[image: image11.png]


                                     Дано: АВСD – квадрат,          

                                                                                 АВ=ВС=СД=ДА= 4 см, 

                                                                                 АС - диагональ.
                                                                            Найти: АС и SАВСD.

Решение

1. По т. Пифагора: АС =
[image: image12.wmf]2

2

CD

AD

+

 =
[image: image13.wmf]2

2

4

4

+

 =
[image: image14.wmf]32

 = 4
[image: image15.wmf]2

(см).

2. S = АВ2; S= 42 = 16 (см2). 
Ответ: 4
[image: image16.wmf]2

см, 16см2 . 
2.
[image: image17.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image18.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image19.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image20.wmf] 

[image: image21.png]


                                   Дано: ABCД  –  квадрат, 

                                                                           АС=4см.
                                                                           Найти: АВ и SABCD.

Решение

1. Пусть ВС = Хсм, тогда по т. Пифагора: АВ  =
[image: image22.wmf]2

2

4

Х

-

, 

Х =
[image: image23.wmf]2

16

Х

-

 , 

Х2 = 16 – Х2,
[image: image24.wmf] 

2Х2 = 16, 

Х2 = 8,

Х = 2
[image: image25.wmf]2

(см), т. к. Х › 0.

2. S = АВ2 = (2
[image: image26.wmf]2

)2 = 8(см2).

Ответ: 2
[image: image27.wmf]2

см, 8см2. 
3.
[image: image91.png]



                           Дано: ABCD –
[image: image28.wmf] ромб, 

                                                                            АС=6см,      

                                                                             ВD=8см, АС ∩ ВD = О.

                                                                             НайНайти: АВ и SABCD.

Решение

1. АО = 1∕2 ∙АС; АО = 1∕2 ∙ 6 = 3(см).

     ОВ = 1∕2 ∙ ВD; ОВ = 1∕2 ∙ 8 = 4(см).

2. АВ =
[image: image29.wmf]2

2

ОВ

АО

+

 =
[image: image30.wmf]2

2

4

3

+

= 5(см) – по т. Пифагора.

3. S = 1∕2 АС ∙ ВD 

     S = 1∕2 6 ∙ 8 = 24(см2).

Ответ: 5см, 24см2.
4.

[image: image31.png]


                  Дано: ABCD – ромб, S = 10см2 ,  

                                                                    АС= 4см.

                                                                    Найти: ВD.

Решение

1. S = 1∕2 d1 ∙ d2 ;  d 1 = АС = 4см,  d2  = ВD.

2. 10 = 1 ∕ 2  4 ∙d2, 
     2d2 = 10,

     d2  = 5(см).

Ответ: 5см.

5. 

 [image: image32.png]


                                                             

                                                                      Дано: ABCD – прямоугольник,

                                                                      BD = 5см, АВ= 3см.

                                                                      Найти: АD и SABCD.

Решение

1. AD =
[image: image33.wmf]2

2

AB

BD

-

=
[image: image34.wmf]2

2

3

5

-

=
[image: image35.wmf]16

 = 4(см).

2. S = АВ ∙ AD = 3 ∙ 4 = 12(см2).

Ответ: 4см, 12см2.

6.
  [image: image36.png]


                                                               

                                                                     Дано: ABC – равносторонний    

                                                                     треугольник,   АВ = 6см.

                                                                     Найти: S.

Решение

S = а2
[image: image37.wmf]3

/4, а = АВ;

S = 62
[image: image38.wmf]3

/4 = 36
[image: image39.wmf]3

/4 = 9
[image: image40.wmf]3

(см2).

Ответ: 9
[image: image41.wmf]3

см2.

7.

 [image: image42.png]


                       
                                                                             Дано: АВС – равносторонний   

                                                                             треугольник, ВН = 6см.

                                                                             Найти: SАВС.

Решение

1. Пусть АВ = Хсм, АН = Х/2cм, то АВ = 
[image: image43.wmf]2

2

ВН

АН

+

=
[image: image44.wmf]2

2

6

)

2

(

+

Х

.

Х = 
[image: image45.wmf]2

2

6

)

2

(

+

Х

,

Х2 = (Х/2)2 +36, 

4Х2 = Х2  + 144, 

Х2    = 48,

Х = 4
[image: image46.wmf]3

(см).

     2. S = 1 ∕ 2  ВН ∙ АС = 1 ∕ 2  6 ∙ 4
[image: image47.wmf]3

= 12
[image: image48.wmf]3

(см2).

     Ответ: 12
[image: image49.wmf]3

см2.

8.

[image: image50.png]


                    Дано: ABC – равнобедренный     

                                                                            треугольник, АВ = ВС = 13см,    

                                                                            АС = 24см, ВН – высота. 

                                                                            Найти: SАВС.

Решение

1. АН = 1∕ 2  АС; АН = 24 : 2 = 12(см).

2. ВН =  
[image: image51.wmf]2

2

АН

АВ

-

 = 
[image: image52.wmf]2

2

12

13

-

=
[image: image53.wmf]144

169

-

 =
[image: image54.wmf]25

= 5(см).

3. S = 1 ∕ 2 ВН ∙ АС = 1 ∕ 2   5 ∙ 24 = 5 ∙ 12 = 60(см2 ).

Ответ: 60см2 .

9.


[image: image55]
                                                                          Дано: АВС – прямоугольный    

                                                                          треугольник, АС = 17см, АВ = 

                                                                          = 8см.

                                                                          Найти: SАВС.

Решение

ВС =
[image: image56.wmf]2

2

8

17

-

 = 
[image: image57.wmf]64

289

-

 = 
[image: image58.wmf]225

 = 15(см). 

S   = 1 ∕ 2   АВ ∙ ВС = 1 ∕ 2   8 ∙ 15 = 60(см2 ).

    Ответ: 60см2 .

10. 

[image: image59.png]



                                                                         Дано: АВС – равнобедренный  

                                                                         треугольник, S = 48см², АС =  

                                                                         = 12см.

                                                                              Найти: АВ.

                                                               Решение

1. S = 1∕ 2 ВН ∙ АС,

48 = 1∕ 2   ВН ∙ 12,

48 = 6ВН, 

ВН = 8(см).

2. ВС =
[image: image60.wmf]2

2

НС

ВН

+

 =
[image: image61.wmf]2

2

6

8

+

=
[image: image62.wmf]36

64

+

 =
[image: image63.wmf]100

 = 10(см).

Ответ: 10см.


[image: image64]                                                         

                                                                      Дано: АВС – прямоугольный    

                                                                      треугольник, АВ = 9см, АС ==   

                                                                       = 12см.  

                                                                      Найти: АН.

Решение

1. S =  1∕ 2 АВ ∙ АС,
         S =  1∕ 2 9 ∙ 12 = 54(см²).

     2. ВС = 
[image: image65.wmf]2

2

АС

АВ

+

 =
[image: image66.wmf]2

2

12

9

+

 = 
[image: image67.wmf]144

81

+

 =
[image: image68.wmf]225

 =15(см).

     3. S = 1∕ 2 АН ∙ ВС,

         54 = 1∕ 2 АН ∙ 15, 

         54 = АН ∙ 7,5,

         АН = 7,2(см).

     Ответ: 7,2см.

12.                                                                        
[image: image69]                                                              

                                                                             Дано: АВСD– трапеция АВ =  

                                                                             =СD = 5см, ВС = 2см, АD =8см.

                                                                             Найти: SABCD.

Решение

1. ВС = В1С1 = 2(см).

2. АВ1 + С1D = АD – В1С1 = 8 – 2 = 6(см),

     АВ1 = 6 : 2 = 3(см).

3. АВВ1: ВВ1 = 
[image: image70.wmf]1

2

2

АВ

АВ

-

 =
[image: image71.wmf]2

2

3

5

-

=
[image: image72.wmf]16

 = 4(см).

4. S = 1∕ 2 (ВС = АD) ∙ ВВ1 = 1∕ 2 (2 + 8) ∙ = 1∕ 2 10 ∙ 4 = 20(см2).

Ответ: 20см2 .
2. 2. Олимпиадные задачи [10].
1. Катеты прямоугольного треугольника равны 3 и 4 см, а высота, проведенная к гипотенузе, равна 2 см. Чему равна гипотенуза треугольника? (8класс)

2. Вершину А прямоугольника АВСD соединили с серединами сторон ВС и СD. Мог ли один из этих отрезков оказаться вдвое длиннее другого? (8 класс)

3. Какой отрезок надо взять, чтобы после проведения в нем отрезка получить все известные виды треугольников: равносторонний, равнобедренный, разносторонний, прямоугольный, остроугольный, тупоугольный? (9 класс)

4. В прямоугольном треугольнике биссектриса острого угла делит противоположный катет на отрезки длиной 4 и 5 см. Определить площадь треугольника. (10 класс)

5. В равнобедренной трапеции даны основания а= 21 см, b= 9см и высота h= 8 см. Найдите радиус описанного круга. (11 класс) 
1.                                                                                                                                                                      
[image: image73]             
                                                                               Дано: АВС –  

                                                                               прямоугольный    

                                                                               треугольник, АВ = 3см, АС            

                                                                                = 4см, АН = 2см – высота.

                                                                               Найти: ВС.

Решение

S = 1∕2   ∙ 3 ∙ 4 = 6(см2).

S = 1∕2   ∙ 2 ∙ ВС = ВС, то ВС = 6(см), то по т. Пифагора ВС = 5(см) - это противоречит условию, значит треугольника с катетами 3 и 4 и высотой 2 не существует.

2.

    
[image: image74]           

                                                                              Дано: ABCD –  

                                                                              прямоугольник, К лежит на 

                                                                              ст. ВС (ВК = КС), М – на ст.
                                                                              CD(СМ = МD).

                                                                              Мог ли                                                                

                                                                              отрезок АК быть вдвое             

                                                                              длиннее другого?
                                                       Решение

1. Допустим, что АМ = 2АК, тогда АВК: АК = 
[image: image75.wmf]4

2

2

в

а

+

, АМD: АМ =
[image: image76.wmf]4

2

2

а

в

+

.

2. в2 +а2∕4 = 4(а2 + в2∕4), в2 = 4а2+ в2 - а2∕4, то а = 0.

3. АВ = а = 0 – это не может быть.

Ответ: нет.

3.

[image: image92.jpg]



[image: image77]
[image: image93.jpg]



4.

         
[image: image78]         
                                                                                 Дано: АВС прямоугольный   

                                                                            треугольник, СН –   

                                                                            биссектриса, АН = 4см,   

                                                                            НВ = 5см.

                                                                            Найти: SАВС.

                                                         Решение

1. АН∕АС = НВ∕ВС,

42 ∕АС = 52∕ВС.

ВС2 =
[image: image79.wmf]2

2

АС

АВ

+

,
ВС2 = 
[image: image80.wmf]2

81

АС

+

 .

16∕АС2 = 
[image: image81.wmf]2

81

25

АС

+

,

16(81 + АС2) = 25АС2,

1296 + 16АС2 = 25АС2,

1296 = 9АС2,

АС2 = 144,

АС = 12(см).
2. S = 1∕2   9 ∙ 12 = 54(см2).

Ответ: 54см2.

5.


[image: image82]
                                                                       Дано: ABCD –   

                                                                        равнобедренная трапеция,  

                                                                        AD = 21см, ВК = 8см, ВС =                            

                                                                        9см.

                                                                        Найти: R.

Решение

1. SABD = (АВ ∙ ВD ∙ AD): 4R.

2. АК = МD = (21 – 9):2 = 6(см).
3. ВКD: BD = 
[image: image83.wmf]2

2

КD

ВК

+

= 
[image: image84.wmf]2

2

15

8

+

=
[image: image85.wmf]225

64

+

 = 
[image: image86.wmf]289

 = 17(см).

4. АВК: АВ = 
[image: image87.wmf]2

2

АК

ВК

+

 = 
[image: image88.wmf]2

2

6

8

+

 = 
[image: image89.wmf]100

 = 10(см).

5. SABD = 1∕2   AD ∙ BK = 1∕2   21 ∙ 8 = 84(см2).

6. R = (АВ ∙  BD ∙ AD) : 4S,

R = (10 ∙ 17∙ 21): (4∙ 84) = (5 ∙ 17) : (2 ∙ 4) = 85/8 = 10 8 ∕ 5 (см).

     Ответ: 10 8 ∕ 5 см.

Заключение
   Теорема Пифагора является одной из самых важных теорем геометрии.                                                           Представить себе эту теорему отдельно от имени великого грека уже невозможно, но на самом деле соотношение, которое оно утверждает, было известно древним математикам за много веков до Пифагора. О наиболее известном частном случае теоремы – «египетском треугольнике» со сторонами 3, 4 и 5 – говорится в папирусе, который историки относят к 2000 г. до н. э. То же соотношение встречается и на вавилонских клинописных табличках, и в древнекитайских, и в древнеиндийских трактатах. Однако в современной истории математики считается, что именно Пифагор дал его первое логически стройное доказательство. Со времен Пифагора появились сотни доказательств знаменитой теоремы, она даже попала в Книгу рекордов Гиннеса. Однако принципиально различных идей в этих доказательствах используется сравнительно немного.
   Практическое применение  данной теоремы очень велико. Теорема Пифагора была первым утверждением, связавшим длины сторон треугольников. Потом узнали, как находить длины сторон и углы остроугольных и тупоугольных треугольников. Возникла целая наука тригонометрия. Это наука нашла применение в землемерии.
   Но еще раньше с ее помощью научились измерять воображаемые треугольники на небе, вершинами которых были звезды. Сейчас тригонометрию применяют даже для измерения расстояний между космическими кораблями. Теорема Пифагора позволяет по любым двум сторонам прямоугольного треугольника найти его третью сторону. Решая эту задачу, нам приходится по известному квадрату положительного числа находить само это число. Благодаря тому, что теорема Пифагора позволяет находить длину отрезка (гипотенузы), не измеряя его непосредственно, она как бы открывает путь с прямой на плоскость, с плоскости в трехмерное пространство и дальше – в многомерные пространства. 
   А решение базовых и олимпиадных задач с применением теоремы Пифагора является наиболее важным при изучении геометрии в школе, что связано с подготовительной работой к сдаче ЕГЭ по математике
  Рекомендуем использование материала при преподавании алгебры и геометрии в школе.
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Приложение 1
Древние цивилизации
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Приложение 2

Портреты ученых

[image: image106.jpg]


                                                        Пифагор 
[image: image107.jpg]



[image: image108.jpg]



[image: image109.jpg]


                          Евклид                                                                                 Фалес
                                          Кеплер
[image: image110.jpg]


                                                                   

                                                        Коперник
[image: image111.jpg]



                               Леонардо да Винчи
[image: image112.jpg]



                                                    Дюрер
[image: image113.jpg]



[image: image114.jpg]


 

                            А. Эйнштейн
                                                                                                   Эддингтон
Приложение 3

Пифагорейский союз


Приложение 4
Пентаграмма 


[image: image90]
Приложение 5
Задачи в стихах [6].                               
Задача индийского математика ХII века Бхаскары:

На берегу реки рос тополь одинокий.

Вдруг ветра порыв его ствол обломал.

Бедный тополь упал. И угол прямой

С течением реки его ствол составлял.

Запомни теперь, что в том месте река

В четыре лишь фута была широка.

Верхушка склонилась у края реки.

Осталось три фута всего от ствола,

Прошу тебя, скоро теперь мне скажи:

У тополя как велика высота?

Задача древних индусов:

Над озером тихим,

С полфута размером, высился лотоса цвет.

Он рос одиноко. И ветер порывом

Отнес его в сторону. 

Нет боле цветка над водой.

Нашел же рыбак его ранней весной

В двух футах от места, где рос.

Итак, предложу я вопрос:

Как озера вода здесь глубока?

Задача из старинного китайского трактата:

В середине квадратного озера со стороной 10 футов растет тростник, выходящий из воды на один фут. Если нагнуть тростник, вершина достигнет берега. Какова глубина озера?

Задача из первого учебника математики на Руси «Арифметики»:

Случися некоему человеку к стене лествницу прибрати, стены же тоя высота есть 125 стоп. И ведати хощет, колико стоп сея лествицы нижний конец от стены отстояти имать. 

     Приложение 6

Число имени

   «Все вещи можно представить в виде чисел» - такой простой формулой греческий философ Пифагор определил сущность своих многолетних исследований. Число – это духовный остов всех видимых и невидимых явлений. За каждым числом скрывается тайна, числами можно зашифровать мудрость всего сущего в мире. Буквы или звуковые символы, подобно числам, содержать в себе «секретный код». Имя и его носитель связаны и влияют друг на друга.

   При помощи таблицы можно вычислить числовое значение своего имени. Каждая буква в ней соответствует опредёленному числу.

  Определение числа имени производится путем суммирования цифр имени и фамилии. Полученная сумма посредством сложения цифр может быть сведена к одному числу, которое в нумерологии носит название вибрирующего числа имени, раскрывающего сущность человека.

  Число имени – это выражение развитой человеческой линии и ключ к её стремлениям или достижениям. Оно должно или сливаться с числом для рождения, или приспосабливаться к нему. Природные склонности или влияния важны в развитии личности для того, чтобы имя, при достижении славы или признания, выразило её полную силу и истинный характер.
А – 1      Б – 2       В – 6       Г – 3      Д – 4 
Е – 5      Ж – 2      З – 7        И – 1      К – 2 
Л – 2      М – 4      Н – 5      О – 7       П – 8 
Р – 2      С – 3        Т – 4      У – 6       Ф – 8 
Х – 5      Ц – 3       Ч – 3      Ш – 2      Щ – 9 
Ы – 1      Ь – 1        Э – 6     Ю – 7      Я – 2 
   По принятой в нумерологии традиции каждому числу соответствует вибрация определенной планеты:
1 – Солнце

2 – Луна

3 – Марс

4 – Меркурий

5 – Юпитер

6 – Венера

7 – Сатурн 

8 – Уран

9 – Нептун

11 – Прозерпина

22 – Вулкан 

Число имени 1
   Число 1 символизирует начало всего живого, на него опирается единство Вселенной. Лидии Солнца – лидеры по натуре, сильные личности, которые никогда не остаются незамеченными, в тени. Это число раскрывает человека, полного энергии и желания действовать, увлекающегося, импульсивного, делового. Успех обеспечен при действиях в сиюминутной, непосредственной обстановке, в ситуациях внезапных и неожиданных. Им присущи великодушие, стремление сделать что-то новое, физическая и духовная сила, авторитет, стремление к власти, инициативность, чувство ответственности, справедливость, практичность. Противопоказаны рискованные мероприятия и занятия прибыльным бизнесом. С числом 1 ассоциируется уверенность в своих силах и возможностях, такие понятия, как смелость и храбрость. Но натура этих людей более подражающая, чем творческая. Деньги они умеют как зарабатывать, так и тратить. Им следует избегать опрометчивых решений. Гармоничные отношения с числами 1, 2, 4, 7.
Число имени 2
   Символизирует изменчивый характер, эмоциональное и внутренне беспокойство, которое может довести до полной неуверенности или фанатизма. Люди Луны легко приспосабливаются к окружающим их обстоятельствам, часто художественно одарены, Они достигают своих целей, огибая препятствия и интуитивно пользуясь благоприятными возможностями. Они домовиты, настроены на семейную жизнь, верны чувствительны, никогда не идут на риск. Хотя и дружелюбны, часто бывают замкнутыми в своём сложном мире с богатой фантазией. Именно среди них встречаются люди с творческой профессией. Этих людей характеризуют чувство ответственности, стремление к независимости; при осуществлении своих замыслов они действуют всегда дипломатично и взвешенно, не позволяя окружающим вынуждать то, что им не по душе.
   Таким людям можно посоветовать не беспокоиться по мелочам и всяким незначительным причинам, избегать споров и ссор, не наживать себе врагов. Наилучший успех принесет совместная работа с друзьями, коллегами.

Число имени 3

   Символизирует талант, разносторонность, веселость, указывает на науку, мир искусства, спортивную жизнь, на всё, что служит отдушиной человеку, на его хобби.

   Люди Юпитера в основном оптимисты, они положительно настроены и к окружающим, и к себе. Обладают, как правило, глубокими знаниями своей натуры. Одаривая окружающих своей любовью, ждут в ответ уважения. Не размениваются по мелочам, избегаю сложных ситуаций и конфликтов, часто действуют как магнит, притягивая к себе счастье и гармонию. Полны чувства ответственности, стремления к самосовершенствованию, но порой нерешительны. Действуя открыто, стремятся извлекать для себя выгоду. У них ярко выражены склонности к искусству.
   Если данная личность примет советы и поступит разумно в выборе профессии, в планировании своей карьеры, то это окажется путь, ведущий к успеху и славе.

Число имени 4

   Означает успех в научных и технических областях, особенно в индустрии. Число 4 символизирует надёжность и стабильность, добросовестность, приобретение друзей и достижение признания.

   Это люди своенравные, упрямые, не живущие по общепринятым правилам. В них ярко выражено стремление к социальным реформам. Она гуманны, внутренне независимы, с нестандартным образом жизни. Стремятся приобрести возможно большее число друзей, проявляют интерес к духовной жизни, любят природу. Незамкнуты и неодиноки, ориентированы на компанию, склонны поддерживать дружеские отношения даже с бывшими партнерами. Люди Урана подвижны, очень добросовестны в труде, нервны, имеют отличную память и хорошие организаторские способности.
   Более всего полезны в экспериментальных ситуациях, в трудных условиях, когда с наилучшей стороны раскрываются качества их характера и нрава. Этого никогда не следует недооценивать.

Число имени 5

   Указывает на духовную свободу и независимость действий. Приобрётенный и накопленный опыт отмеченные им люди ценят больше, чем советы со стороны. Меркурий одаривает их живым и изворотливым умом. Они проявляют во всём инициативу, в любом деле находят рациональное зерно, стремятся попробовать свои силы в редких профессиях. Во всём стремительны: быстро думают, делают выводы, работают. Обуреваемы жаждой знаний, критичны, находчивы, но и быстро впадают в уныние от неудач.
   Всегда любимы и популярны, обаятельны, никогда не теряют своей индивидуальности, не очень хозяйственны.

   Больше всего они любят путешествия и приключения, к чему толкает их душевное беспокойство. Их энергия бывает результативна, когда направляет на повседневный труд. Нередко число 5 указывает на философский склад мышления, иногда – на счастливые случаи с непредсказуемыми последствиями.

Число имени 6

   Предшествует успех в предприятиях, если только удаётся завоевать доверие у окружающих, привлечь не только клиентов, но и последователей. Здесь можно говорить или о политических деятелях, или о высоких государственных чиновниках, которые получают известность в обществе своими научными или философскими взглядами, но при условии, что их слово совпадает с делами. Ведь общество ждет от них реализации сказанного. Они быстро усваивают ту истину, что чётность плодотворнее честолюбия, что честные усилия не пропадают даром, что добрые, благие поступки помогут достигнуть цели, не прибегая к радикальным методам.
   Люди Венеры излучают чувственность, все без исключения любимы. Их очарование позволяет им обходить все подводные камни в жизни. Они должны быть внимательны в обращении с деньгами, иначе рискуют понести большие потери. К счастью, у них всегда достаточно средств. Внешне это очень привлекательные люди, имеющие весёлый нрав. Иногда им свойственно высокомерие, некоторые чересчур заботятся о своем внешнем виде. Предприимчивы, с успехом работают в тех сферах, где приходится общаться с людьми. Обладают чувством справедливости. 
Число имени 7

   Это число таит в себе способность направлять талант в сферу науки, в мир искусства или философии, в религиозную деятельность. Но успех этой деятельности во многом зависит от глубокого анализа результатов уже достигнутого и от реального планирования своего будущего. Обычно они настроены философски или религиозно, отличаются уступчивым характером. Часто от неустойчивого финансового положения, потому что деньги буквально тают у них в руках, к тому же склонны к азартным играм.
   Часто высказывают великолепные мысли, но редко доводят задуманное до конца. С трудом принимают решения. Это тонкие, чувствительные натуры, милосердные и чутко реагирующие на настроения окружающих. Не приемлют конфликтов и ссор. Обычно хрупкого сложения, физически слабые.
   Понимая других людей, такие нередко становятся лидерами и учителями самого высокого класса. Но если они решили заняться коммерческими или финансовыми делами, то здесь им самим потребуется помощь со стороны
Число имени 8

Сатурн благоприятствует деятельности в сфере значительных, крупных дел, предвещая и материальные блага. Эти люди не любят ничего поверхностного, предпочитая во всём порядок и материальную обеспеченность. Их образ жизни отличает постоянство, и часто они имеют материальный достаток. Заканчивая успешно  одно  дело, эти люди сразу же принимаются за следующее. Часто пользу и выгоду, общественный и материальный успех им приносит забытые учения, брошенные предприятия, отслужившие свои методы и т.п. Для них характерны упрямство, трезвый взгляд на вещи. Они высоко чтят правила и законы, благоразумны, осторожны, пунктуальны и методичны. Очень трудолюбивы и настойчивы в достижении целей. Но они должны отказаться от мелочей и деталей, передавая эту работу другим, а сами выступая только по большому счету. Редко оказываются в подчиненном положении.
Число имени 9

Требует от своего подопечного преданности высокой цели, таланту и призванию, а также щедрой отдачи того, чем одарила его природа. Так как все люди пользуются авторитетом, могут быть лидерами, то должны руководствоваться при этом справедливостью, не отступать от провозглашенных идей. Им не следует мельчить, прибегать к непочтенным действиям или к несвойственному им поведению, чтобы не потерять ни преданность, ни уважение, которое они завоевали. Для себя они не должны требовать больше, чем им причитается, и не требовать от других того, на что те неспособны. Они должны усмирять себя, отказаться от излишней гордости, эгоизма, самомнения и высокомерия. И признавать достоинства и права других людей.
Число имени 11

Предает решительность, силу и жизненность, здравый смысл, обстоятельность, что помогает человеку подняться поистине до вдохновенных высот. Но затем опять всё может измениться: чрезмерную осторожность или самодовольство числа 2 снова нарушит активность числа 11, и всё начнется сначала.
Число имени 22

Может рождать сильные колебания между эксцентричностью и гениальностью. Обладая талантом изобретателя или исследователя, данный человек будет обращаться и к сфере тайного, неизведанного, к еще не исследованному и не объяснимом.
Приложение 7
Стихи, посвященные теореме Пифагора [9].
                                     Пифагорова теорема

Г. Вебер
Не знаю, чем кончу поэму,

И как мне печаль избыть:

Древнейшую теорему

Никак я не в силах забыть.

Стоит треугольник, как ментор,

И угол прямой в ней есть.

И всем его элементам

Повсюду покой и честь.

Прелестная гипотенуза

Внеслась так смело ввысь!

И с нею в вечном союзе

Два катета тоже взвились.

Она царит на квадратах.

И песню поет она:

Та песня влечет куда-то – 

Геометров древних волна.

И все на торжищах света.

Как в огненном кольце.

И все повторяют это:

Ах, a2, b2, c !

И даже в холодной медузе

Огонь эта песня зажгла,

И всё это гипотенузы

И катетов двух дела.

О теореме Пифагора

                                                                                   Альберт фон Шамиссо
Уделом истины не может быть забвенье,

Как только мир её увидит взор;

И теорема та, что дал нам Пифагор,

Верна теперь, как в день ее рожденья.

За светлый луч с небес вознёс благодаренье,

Мудрец богам не так, как было до тех пор,

Ведь целых сто быков послал он под топор,

Чтоб их сожгли, как жертвоприношенье.

Быки с тех пор, как только весть услышат,

Что новой истины уже следы видны.

Отчаянно мычат и ужаса полны:

Им Пифагор навек внушил тревогу.

Не в силах преградить той истины дорогу

Они, закрыв глаза, дрожат и еле дышат.

Приложение 8
Высказывания Пифагора

1. Берегите слёзы ваших детей, дабы они могли пролить их на вашей могиле.

2. Будь другом истины до мученичества, но не будь её защитником до нетерпимости.

3. Во время гнева не должно ни говорить, ни действовать.

4. Всё исследуй, давай разуму первое место.

5. Делай великое, не обещая великого.

6. Для познания нравов какого ни есть народа старайся прежде изучить его язык.

7. Если можешь быть орлом, не стремись стать первым среди галок.

8. Жизнь подобна игрищам: иные приходят на них посмотреть, иные – торговать, а самые счастливые – смотреть.

9. Как ни коротки слова «да» и «нет», всё же они требуют самого серьезного размышления.

10.  Кубок жизни был бы сладок до приторности, если бы падали в него    горькие слезы.

11.  Лесть подобна оружию, нарисованному на картине: она доставляет    приятность, а пользы никакой.

12.  Молчи или говори что-нибудь получше молчания.

13.  Не закрывай глаз, когда хочешь спать, не разобравши всех своих поступков за прошедший день.

14.  Неразумные при выпивании вина доходят до опьянения, а при несчастьях – до совершенной потери ума.

15.  Одно и то же, что от полыни отнять горечь и что у слова отсечь дерзость.

16.  Одному только разуму, как мудрому попечителю, должно вверять всю жизнь.

17.  Омывай полученную обиду не в крови, а в Лете, реке забвения.

18.  Погрешности свои старайся не прикрывать словами, но врачевать обличениями.

19.  Полезнее наобум бросить камень, чем пустое слово.

20.  Прежде всего не теряй самоуважения!

21.  Пьянство есть упражнение в безумстве.

22.  Шутку, как и соль, должно употреблять с умеренностью.
      23.  Как хорошо, когда благоденствие человека основано на законах                
            разума.                                                               
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