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Проектная работа по математике

Парадоксы реальности и реальность парадоксов
 Цель: выяснить, связано ли искусство с математикой?
Задачи:

1. Познакомиться с художниками и тем, как они применяли математику в своём творчестве.
2. Изучить фигуры и многогранники, использующиеся в математическом искусстве.
3. Выяснить, какие темы наиболее популярны в математическом искусстве.
4. Рассмотреть математические идеи М. К. Эшера.
Основополагающий вопрос: Математика изучает реальный мир, отражённый в нашем сознании?
Проблемные вопросы: 
1. Известны ли художникам законы симметрии? 
2. Можно ли работы художников проанализировать математическими методами?

3. Умеем ли мы видеть всю красоту и мудрость мира?

Гипотеза: Зрение человека дает ему точные сведения о реальных предметах и является надёжным способом ориентации в пространстве. Работы художника изображают красоту мира через мир формул.
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Введение

Математика играла важную роль в изобразительном искусстве, в частности при изображении перспективы, подразумевающем реалистичное изображение трехмерной сцены на холсте или листе бумаги. Согласно современным взглядам, математика и изобразительное искусство очень удаленные друг от друга дисциплины, первая - аналитическая, вторая - эмоциональная. Математика не играет очевидной роли в большинстве работ современного искусства. Однако есть много художников, у которых математика находится в центре внимания. 

Вообще не существует каких-либо правил или ограничений на использование различных тем в математическом искусстве. Среди них есть использование многогранников, тесселяций, невозможных фигур, лент Мебиуса, искаженных или необычных систем перспективы, и фракталов.
Выдающиеся люди в истории математического 
изобразительного       искусства
Голландский художник М.К. Эшер (1898-1972) в некотором роде является отцом математического искусства. Математические идеи играют центральную роль в большинстве его картин за исключением ранних работ. Большинство идей, используемых современными математическими художниками, были использованы Эшером, и его работы являются источником вдохновения для современных авторов.
Платон (427-348 до н.э.) описал пять правильных многогранников, которые также иногда называются телами Платона. Однако открыты они были раньше Платона, и детали открытия правильных многогранников остаются загадкой. Он соотносил тела с четырьмя элементами: огонь (тетраэдр), воздух (октаэдр), вода (икосаэдр), земля (куб). Далее, он писал, что существует пятая комбинация, которой Бог ограничил Мир, это додекаэдр. 

Архимед (290/280-212/211 до н.э.) описал 13 полуправильных многогранников. Так, как правильные многогранники называют Платоновыми, полуправильные многогранники называют архимедовыми.
Леонардо да Винчи (1452-1519) известен своими достижениями в качестве изобретателя и художника. В его записных книгах содержатся первые из известных примеров анаморфного1 искусства, использующего искаженные сетки перспективы. Его наклонные анаморфные изображения представляют объекты, которые должны рассматриваться под углом, чтобы они выглядели неискаженными. 
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1Анаморфный (греч. anamorthic) – «ana» (снова), «morthe» (форма). К анаморфным относятся изображения сильно искаженные, что разобрать их без специального зеркала невозможно. Такое зеркало иногда называют анаморфоскопом. Если смотреть в анаморфоскоп, то изображение "формируется снова" в узнаваемую картину. Анаморфные картины, для просмотра которых необходимы цилиндрические зеркала, были популярны в Европе и на Востоке в XVII-XVIII веках. Эшер не использовал в своей работе классические анаморфные зеркала, в некоторых картинах он использовал сферические зеркала. 

Иоганн Кеплер (1580-1630) более известен своими работами в астрономии, но также имел большой интерес к геометрическим тесселяциям и многогранникам. В своей книге он опубликовал примеры заполнения плоскости плитками в виде правильных и звездчатых многоугольников в дополнение к многогранникам. 

Коломан Мозер (1868-1918) - художник-график, преподававший в Вене и работавший в стиле модернизма. Он исполнил пару тесселляций в виде рыб в период 1899-1900 гг., выглядящие в стиле Эшера. Однако Эшер не мог знать о работах Мозера до 1964 года. 

Пит Мондриан (1872-1944) - голландский художник, известный своими геометрическими абстракциями; несколько его работ изображают цветные блоки, разделенные черными линиями. 
Сальвадор Дали (1904-1989) - испанский художник использовал математические идеи в некоторых своих картинах. 
Макс Биль (1908-1994) - художник-график и скульптор, обучавшийся в Баухаузе, создавал скульптуры, основанные на ленте Мебиуса, многие из которых выставлены в общественных местах. 

Виктор Васарели (1908-1997) - художник, родившийся в Венгрии, известен как пионер и практик направления оптического искусства Оп-арт. Он использовал простые геометрические формы, часто объединенные в массивы, для создания эффекта движения, выпуклости или вогнутости на плоском рисунке. 

Бенуа Мандельброт (1924-...) - математик, в значительной степени ответственный за формализацию и популяризация концепции фракталов. Он открыл множество Мандельброта, наиболее известный фрактальный объект. Он изобрел термин "фрактал" ("fractus" – лат. разбитый на куски, сломанный). О его понимании эстетического содержания фракталов говорит следующая цитата: "Может ли чистая геометрия «человеку с улицы» показаться прекрасной? Точнее, может ли фигура, описываемая простым уравнением или правилом построения, быть воспринята человеком, не связанным с геометрией, как фигура, имеющая эстетическое значение, а именно, быть декоративной, а возможно и видом искусства? Если эта геометрическая фигура - фрактал, то ответ - да".

Общие темы в математическом искусстве.
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Многогранник - это трехмерное тело, гранями которого являются многоугольники. Существует пять правильных многогранников, у которых все стороны являются правильными многоугольниками и все вершины одинаковы. 
Также существует 13 выпуклых многогранников, гранями которых являются один, два или три правильных многоугольника, и у которых все вершины одинаковы. Они известны как тела Архимеда. Кроме этого существует бесконечное множество призм и антипризм с гранями в виде правильных многоугольников. Эшер использовал многогранники во многих своих работах.
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Тесселляции (покрытие плоскости плитками), являются коллекциями фигур, которые покрывают всю математическую плоскость, совмещаясь друг с другом без наложений и пробелов. Правильные тесселляции состоят из фигур в виде правильных многоугольников, при совмещении которых все углы имеют одинаковую форму. Существует всего 3 многоугольника, пригодные для использования в правильных тесселляциях (правильный треугольник, квадрат, правильный шестиугольник). Полуправильными тесселляциями называют такие тесселляции, в которых использованы правильные многоугольники двух или трех типов и все вершины одинаковы. Существует 8 полуправильных тесселляций. Вместе 3 правильных тесселляций и 8 полуправильных носят название Архимедовых. Тесселляции, в которых отдельные плитки являются узнаваемыми фигурами, являются одной из основных тем творчества Эшера. В его записных книгах содержатся более 130 вариантов тесселляций.
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Невозможные фигуры - эти фигуры, изображенные в перспективе таким способом, чтобы выглядеть на первый взгляд обычной фигурой. Однако при более внимательном рассмотрении зритель понимает, что такая фигура не может существовать в трехмерном пространстве. Эшер изобразил невозможные фигуры на своих известных картинах.

Лента Мебиуса - это трехмерный объект, имеющий только одну сторону. Такая лента может быть легко получена из полоски бумаги, перекрутив один концов полоски, и затем склеив оба конца. 
Необычные системы перспективы, содержащие две или три исчезающие точки, также являются излюбленной темой многих художников. К ним также относится родственная область - анаморфное искусство. Эшер использовал искаженную перспективу в нескольких своих работах.

[image: image27.png]


Фрактал - это объект, повторяющий сам себя в различных масштабах, которые связаны математическим способом. Фракталы формируются итерационно, многократно повторяя вычисления так, что получается объект высокой сложности с множеством мелких деталей. К сожалению, фракталы как таковые были недоступны Эшеру, потому что были формализованы и выделены в отдельную область математики лишь после его смерти. Эшер очень интересовался изображением бесконечного в пределах конечной области, в частности бесконечными тесселляциями. Он использовал сжимающиеся координатные сетки и гиперболическую геометрию для достижения этого эффекта.
[image: image28.png]


Мозаика - это набор замкнутых фигур, которыми можно замостить плоскость без пересечений фигур и щелей между ними. Обычно в качестве фигуры для составления мозаики используют простые многоугольники, например, квадраты или прямоугольники. Но Эшер интересовался всеми видами мозаик - регулярными и нерегулярными, а также ввел собственный вид, который назвал "метаморфозами", где фигуры изменяются и взаимодействуют друг с другом, а иногда изменяют и саму плоскость.  Интересоваться мозаиками Эшер начал в 1936 году во время путешествия по Испании. Он провел много времени в Альгамбре, зарисовывая арабские мозаики, и впоследствии сказал, что это было для него "богатейшим источником вдохновения". Позже в 1957 году в своем эссе о мозаиках Эшер написал:

В математических работах регулярное разбиение плоскости рассматривается теоретически... Значит ли это, что данный вопрос является сугубо математическим? Математики открыли дверь ведущую в другой мир, но сами войти в этот мир не решились. Их больше интересует путь, на котором стоит дверь, чем сад, лежащий за ней.
Форма пространства

Среди наиболее важных работ Эшера с математической точки зрения являются картины, оперирующие с природой самого пространства. 
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Так, множеству математиков казалось очевидным, что любая поверхность в трехмерном пространстве обязательно должна иметь две стороны. Но в 1958 году немецкий математик Август Мебиус удивил мир парадоксальным математическим объектом – односторонней поверхностью, названную позже «лентой Мебиуса». Мауриц Корнелиус Эшер изобразил этот объект на своей гравюре «Лента Мебиуса II». 

Сделать лист Мебиуса очень просто. Надо взять полоску бумаги, изогнуть ее, и склеить противоположные края ленты клеем.  Если лист Мебиуса разрезать вдоль его средней линии, то вместо ожидаемых двух тонких полос получится одна длинная.  Если лист Мебиуса шириной 5 см разрезать вдоль линии, отступив от края на  треть его ширины, то в результате получится также лента Мебиуса, ширина которой равна третьей части исходной ми в нее продето такой же ширины дважды перекрученное кольцо. А если ленту Мебиуса, полученную перекручиванием бумажной полоски на полный оборот, разрезать вдоль средней линии, то  получится…
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Среди гравюр Эшера есть гравюра «Узел», на которой изображен узел трилистника. Интересно можно ли развязать его?

Узел трилистника развязать невозможно. Доказать это не просто. Существует специальная теория узлов, которая разрешает подобные проблемы.
Другая интересная литография называется "Картинная галерея", в которой изменены одновременно и топология и логика пространства. 
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Мы видим мальчика, который смотрит на картину, на которой нарисован приморский город с магазином на берегу, а в магазине - картинная галерея, а в галерее стоит мальчик, который смотрит на картину, на которой нарисован приморский город ... стоп! Что-то не так... Для понимания любой картины Эшера требуется    внимание и наблюдательность. Каким-то образом Эшер смог завернуть пространство в кольцо, и получилось, что мальчик находится одновременно внутри картины и вне ее. Секрет этого эффекта состоит в том, каким образом преобразовано изображение. Понять это можно, анализируя карандашный набросок сетки, которым пользовался Эшер при создании картины. Обратите внимание, что расстояние между линиями сетки увеличивается в направлении движения стрелки часов. Заметим еще, на чем основана хитрость картины - белое пятно в центре. Математики называют это пятно особой точкой, где пространства не существует. Не существует способа изобразить этот участок картины без швов или наложений, поэтому Эшер решил эту проблему, поместив в центр картины свой автограф. 
Логика пространства
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Под "логикой" пространства мы понимаем те отношения между физическими объектами, которые обычны для реального мира, и при нарушении которых возникают визуальные парадоксы, называемые еще оптическими иллюзиями. Большинство художников, экспериментирующие с логикой пространства, изменяют эти отношения между объектами, основываясь на своей интуиции. Эшер понимал, что геометрия определяет логику пространства, и логика пространства определяет геометрию. Одна из наиболее часто используемый особенностей логики пространства - игра света и тени на выпуклых и вогнутых объектах. 
Еще один из аспектов логики пространства - перспектива. На рисунках, в которых присутствует эффект перспективы, выделяют так называемые точки исчезновения, которые сообщают глазу человека о бесконечности пространства. 
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В гравюрах и литографиях Эшера много тайн и загадок, но и мир вокруг нас сияет тысячами красок и скрывает тысячи тайн. Мы видим лишь малую долю этих сокровищ и порою даже не различаем, где верх, а где низ.
 Вводя дополнительные точки исчезновения и немного изменяя элементы композиции для достижения нужного эффекта, Эшер смог изобразить картины, в которых изменяется ориентация элементов в зависимости от того, как зритель смотрит на картину. На картине "Сверху и снизу" художник разместил сразу пять точек исчезновения - по углам картины и в центре. В результате, если мы смотрим на нижнюю часть картины, то создается впечатление, что мы смотрим вверх. Если же обратить взгляд на верхнюю половину картину, то кажется, что мы смотрим вниз. Чтобы подчеркнуть этот эффект, Эшер изобразил два вида одной и той же композиции.
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Третий тип картин с нарушенной логикой пространства - это "невозможные фигуры". Парадокс невозможных фигур основан на том, что наш мозг всегда пытается представить нарисованные на бумаге двухмерные рисунки как трехмерные. Эшер создал много работ, в которых обратился к этой аномалии. Наиболее интересная работа - литография "Водопад" - основана на фигуре невозможного треугольника. Нескончаемым потоком падает на колесо вода, которая тут же сама поднимается вверх, чтобы, вновь падая вниз, вращать мельничные жернова. 
Прямо скажем, неправдоподобная картина – вечный двигатель - химера изобретателей! С первого взгляда вроде бы реальное изображение действительности, но если присмотреться более внимательно, то становится очевидным, что все это – нереальные, невозможные объекты.
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Посмотрите на литографию «Бельведер», напоминающую многоэтажную воздушную беседку. На первый взгляд это изящное архитектурное сооружение. Но беседка оказывается с секретом. Если внимательно приглядеться, то можно заметить, что колонны необъяснимым образом до половины своей длины расположены внутри сооружения, а другие их половины находятся вне бельведера. Лестница, по которой поднимается человек, находится внутри и вне беседки. Художник как бы говорит зрителю, что трехмерный мир, в котором мы живем, диктует свои законы: ничто в этом мире не может быть одновременно спереди и сзади. И, подтверждая эту мысль, художник изображает вывернутый куб в реках человека, сидящего на скамейке рядом с бельведером. Ясно, что даже самый искусный строитель не сможет построить бельведер в нашем трехмерном пространстве. И все-таки мы видим их. 
Это чудо дарит нам наш мозг потому, что он плохо чувствует объем и его легко обмануть. Зрение знает о пространстве лишь то, что подскажет ему рука: что ближе, что дальше, где вогнуто, где выгнуто (гравюра «Выпуклое и вогнутое»). Без руки глаз никогда бы не узнал о том, что есть пространство, объем, он видел бы мир плоским, раздавленным. 
Самовоспроизведение и информация
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В заключение я рассмотрю аспекты творчества Эшера, относящиеся к теории информации и искусственному интеллекту. Эта область творчества художника широко освещена во многих статьях и книгах. Наиболее полное исследование этого вопроса освещено в книге Дугласа Хофстадтера, выпущенной в 1980 году и награжденной пулитцеровской премией.

Центральная идея самовоспроизведения, взятая на вооружение Эшером, обращается к загадке человеческого сознания и способности человеческого мозга обрабатывать информацию так, как не сможет обработать ни один компьютер. Литографии "Рисующие руки" и [image: image42.png]


"Рыбы и чешуйки" используют эту идею разными способами. Самовоспроизведение является направленным действием. Руки рисуют друг друга, создавая самих себя. При этом сами руки и процесс их самовоспроизведения неразделимы. В этой гравюре глубокий смысл: система не может понять свое собственное устройство, если только она не поднимется на более высокий уровень. В гравюре спутана иерархия: здесь не различаются уровни – «рисующая» и «рисуемая» рука. Как же различить этот парадокс?  А парадокс разрешается благодаря тому, что существует следующий, более высокий уровень – сам автор, Эшер, рисующий обе руки. 

В работе "Рыбы и чешуйки" концепция самовоспроизведения представлена более функционально, и в данном случае она может быть названа самоподобием. В этом смысле данная работа описывает не только рыб, а все живые организмы, в том числе и человека. Конечно, мы не состоим из уменьшенных копий самих себя, но каждая клетка нашего тела несет в себе информацию обо всем теле в виде ДНК.
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Углубляясь в изучение самовоспроизведения, можно его обнаружить в отражении и пересечении отражений реального мира. Такое пересечение встречается во многих картинах Эшера. Мы рассмотрим лишь один пример - литографию "Три сферы", на которой присутствуют три шаровидных тела, сделанных из разных материалов с различной отражающей способностью. Эти сферы отражают друг друга и художника, и комнату, в которой он работает, и лист бумаги, на котором он рисует сферы. Хофстадтер в своей книге написал "... каждая частица мира содержит в себе весь мир и содержится во всех других частицах мира...".
Заключение
Математические изобразительное искусство процветает сегодня, и многие художники создают картины в стиле Эшера и в своем собственном стиле. Эти художники работают в различных направлениях, включая скульптуру, рисование на плоских и трехмерных поверхностях, литографию и компьютерную графику. А наиболее популярными темами математического искусства остаются многогранники, тесселляции, невозможные фигуры, ленты Мебиуса, искаженные системы перспективы и фракталы. 
Мудрый волшебник Эшер показал людям мир через свое волшебное зеркало (рис.1). 
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рис. 1
	Гравюра 

«Волшебное зеркало»


А теперь взгляните на его гравюры «Двойной платеноид» (рис. 2), «Относительность» (рис. 3), «Другой   мир» (рис. 4),   «Лента  единства» (рис. 5),   «Все  меньше  и  меньше» (рис. 5).  
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Рис. 2
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Рис. 3
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рис. 4
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рис. 5
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Рис. 6
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Вы увидите,  как зеркальность мира сочетается с проблемой плоского и пространственного, а мебиусианские мотивы – с мозаиками, и при этом защемит сердце при мысли о безграничности нашей расширяющейся или сжимающейся Вселенной. И тогда на миг в вас проснется вечный Геометр, мудро взирающий на окружающее нас движение сфер, и, прислушиваясь к вавилонскому многоязычию современной науки, мы сумеем усвоить нечто главное, о чем говорит нам Вселенная (рис.7).  
Геометрия мира непроста. Все, чем богат мир, доступно нашему глазу. А все, что видит глаз, рука может сохранить на века. Но умеем ли мы видеть всю красоту и мудрость мира?

Я рассмотрела лишь небольшую часть работ из сотен набросков и литографий и гравюр, оставшихся после смерти Эшера в 1972 году. Еще многое будет сказано и уже сказано о значении и важности его работ. С каждым годом появляется все больше и больше книг, где освещается творчество художника, анализируются различные аспекты его творчества. Надеемся, что я заинтересовала вас творчеством Эшера.
  Рис. 7

Вывод

Мне удалось выяснить, что зрение человека не всегда дает ему точные сведения о реальных предметах и тому подтверждение геометрически парадоксальные картины  М. Эшера.  Используя только зрение, человек легко может обмануться, а математика  изучает реальный мир и реальные объекты, отраженные в нашем сознании, исходя из их свойств. 

Метод, применяемый при изучении чисел и геометрических фигур (метод математического мышления), пригоден не только для нужд математики, но и помогает художникам  изображать красоту мира.
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