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Введение
Хорошее геометрическое образование, пространственное воображение и логическое мышле-

ние  необходимы  не только математику, но и инженеру, и экономисту,  и дизайнеру, и юристу,   и программисту, а также специалистам многих и многих профессий. Математика возникла не только их практических,   но и из духовных потребностей человека. В книге И.Ф.Шарыгина  «Геометрия 7 – 9 кл.» есть такие слова: «Высшее проявление духа – это разум. Высшее проявление разума  - это геометрия.  Клетка геометрии – треугольник. Он также неисчерпаем, как вселенная. Окружность – душа геометрии. Познайте окружность, и вы не только познаете душу геометрии, но и возвысите свою душу». Духовно развитый человек  -  это человек с достаточно высоким уровнем геометрического образования.
Язык математики, одной из составляющих которой является геометрия, лежит в основе языка современной науки.

Можно с полной уверенностью сказать, что из всех математических дисциплин именно 

занятие геометрией в наибольшей мере способствует развитию интуиции и воображения,
а следовательно, способствует творческому и  интеллектуальному развитию личности.   
Анализ результатов ЕГЭ показывает, что решаемость планиметрических задач  на ЕГЭ довольно низкая  (11,7 – 13 %), как и в предыдущие годы, участники экзамена 2009 года в целом показали невысокие результаты при решении геометрических задач базового и повышенного уровней сложности. Многие экзаменуемые вообще не приступали к решению геометрических задач не только повышенного уровня, но и базового. Эти результаты отражают ситуацию, сложившуюся в школе, которая была явно неблагоприятна в отношении изучения геометрии, как утверждает Федеральная служба по надзору в сфере образования и науки

 и Федеральный  институт педагогических измерений, эти выводы и  побудили нас на более глубокое изучение этого вопроса.
При изучении какой – либо темы курса геометрии нужно отобрать определенный минимум задач, овладев методами  решения которых учащиеся будут в состоянии решать любую задачу на уровне программных требований по этой теме.
Цель работы
· Систематизировать планиметрические задачи, выделить дополнительные свойства геометрических фигур и их элементов, изучить приемы решения этих задач.
· проиллюстрировать широкие возможности использования хорошо усвоенных школьных знаний, 
· научиться применять различные методы рассуждения.
Актуальность работы
Есть много  разновидностей планиметрических задач.

Для решения таких задач лучше знать специальные приемы их решения.

В работе рассматриваются некоторые виды планиметрических задач,

и при знании приведенных приемов решения, многие из них будут вполне посильными  для любого школьника. Задачи такого типа  входят в Единый государственный экзамен по математике. 
Объект исследования 
Планиметрические задачи

Предмет исследования 
Систематизация задач. Различные методы решения планиметрических задач.
ПЛАНИМЕТРИЯ НА ЕГЭ

Большинство планиметрических задач, предъявляемых на ЕГЭ, можно отнести к одной из следующих тем

· Треугольники;
· Четырехугольники;
· Окружности;
· Треугольники и окружность;
· Четырехугольники и окружность;
· Правильные многоугольники, вписанные или описанные около окружности
Треугольники.

Задачи по этой теме проверяли:

· знание свойств различных видов треугольников (свойства медиан, биссектрис и высот) 

· умение вычислять элементы прямоугольного треугольника, используя теорему Пифагора и тригонометрические функции острого угла;

· умение применять теорему косинусов и теорему синусов  для вычисления элемен​тов косоугольных треугольников;

· умение применять признаки подобия треугольников и вычислять элементы подобных треугольников.

· умение вычислять площадь треугольника разными способами:
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 Формула Герона.
	· Если точка  К лежит на стороне ВС 

треугольника АВС, то 
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· Медиана делит треугольник на два равновеликих треугольника;
· В треугольнике медианы пересекаются в одной точке и делятся этой точкой в отношении 2 : 1, считая от вершины.

· 
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медиана, проведенная к стороне а.

· Если в треугольнике медиана равна половине длины стороны , к которой она проведена, то этот треугольник - прямоугольный

	· Применение соотношений, связанных с пропорциональ​ностью отрезков в  прямоугольном треугольнике

	
[image: image10.wmf];

2

b

a

c

c

h

×

=



[image: image11.wmf];

2

a

c

c

a

×

=



[image: image12.wmf];

2

b

c

c

b

×

=


	[image: image356.wmf]а

с

[image: image357.wmf]b

[image: image13.png]



         [image: image14.wmf]b

c




· Биссектриса треугольника делит противоположную сторону на отрезки, пропорциональные прилежащим сторонам.  
Рассмотрим одну из таких задач,  в  которой ключевым моментом решения являлось подобие 

треугольников и составление соответствующей пропорции. В данной задаче представлено непривычное  расположение подобных треугольников, что затрудняет и их  распознавание и запись пропорциональности сторон. 

1.Точка Н лежит на стороне АО треугольника АОМ. Известно, что АН = 4, ОН = 12,
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АОМ. Найдите площадь треугольника АНМ.

РЕШЕНИЕ.
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АОМ по условию. Из подобия следует 
[image: image26.wmf]AO

AM

AM

AH

=

, 
[image: image27.wmf]AO

AH

AM

×

=

2

, 
[image: image28.wmf],

64

)

12

4

(

4

2

=

+

×

=

AM
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Применение теоремы косинусов в решении ряда задач, представленных в вариантах КИМов было осложнено тем, что эта теорема использовалась не для прямых вычислений, а для составления уравнения.

Рассмотрим задачу на составление уравнения с помощью теоремы косинусов и на применение свойства медианы (медиана делит треугольник на два равновеликих треугольника)

2.В 
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АВС проведена медиана АМ, причем 
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МАС = 45[image: image34.wmf]0

.Найдите площадь треугольника АВС, 

если АС =
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3

, ВС = 10. 

РЕШЕНИЕ.
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	12) Медиана АМ делит ВС пополам, поэтому ВМ = МС = 5.  Запишем для
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МАС теорему косинусов: [image: image39.wmf].
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Решив уравнение 
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3) Так как медиана делит треугольник на два равновеликих треугольника, то                              
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3.В треугольнике ВСЕ медиана ВМ равна 3, СЕ =
[image: image47.wmf]2

4

, ВЕ = 5. Найдите сторону ВС.

РЕШЕНИЕ .
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	1)Из ΔВМЕ найдем cosE по теореме косинусов:
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	2) Из 
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ВСЕ по теореме косинусов: 
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    ВС = 3.        Ответ: 3                                                                                           


4.Один из катетов прямоугольного треугольника равен 15, а проекция второго катета на 

гипотенузу равна 16. Найдите диаметр окружности, описанной около этого тре​угольника.

РЕШЕНИЕ.
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	1)Пусть гипотенуза равна х, тогда 
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гипотенуза равна 25.
Диаметр окружности, описанной около этого прямоугольного тре​угольника равен гипотенузе.

                                                                 Ответ: 25


P.S. Вообще говоря, здесь легко найти  и остальные элементы данного треугольника:
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Эти элементы можно было бы вычислять, используя подобие треугольников или 

определение синуса (или косинуса) угла для составления пропорции, а затем применив

теорему Пифагора.
 Например, для вычисления гипотенузы можно составить про​порцию 
[image: image66.wmf].

15

15

16

x

x

=

-

    

Однако этот путь решения тоже зачастую вызывает трудности у учащихся.

5.Высоты АН и ВК равнобедренного треугольника АВС с основанием ВС пересекаются 

    в точке О так, что ВО = 5, ОК = 3. Найдите АН.

РЕШЕНИЕ.
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	1)Высота АН,  проведенная к основанию равнобедренного 
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АВС одновременно является и биссектрисой
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АВК, тогда по свойству биссектрисы треугольника, она делит противоположную сторону ВК на отрезки, пропорциональные прилежащим сторонам, т.е. 
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2)Пусть АК = 3х, АВ = 5х. Из прямоугольного 
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АВК по 

	теореме Пифагора получаем уравнение
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. АВ = АС = 5·2 = 10,  АК=3 · 2 = 6,  

КС = 10 – 6 = 4.

3) Из прямоугольного 
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ВКС по теореме Пифагора: 
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6.На стороне ВС треугольника АВС отмечена точка К. Известно, что 
[image: image87.wmf]Ð

В +
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С = 
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АКВ, 

   АК = 5, ВК = 16, КС = 2. Найдите  сторону АВ.
РЕШЕНИЕ.
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	1) 
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2)В треугольниках АВС и КАС:   
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	Из пропорции 
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3) Из пропорции
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7. В треугольнике АВС 
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РЕШЕНИЕ.
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	1)пусть ВС = х. По теореме косинусов получим:
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                         Ответ: 1,5


8. В треугольнике АВС сторона АВ = 
[image: image124.wmf].
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 На стороне ВС отмечена точка К так,

   что 
[image: image125.wmf]Ð

КАС = 
[image: image126.wmf]Ð

В,  Найдите площадь , если ВК = 9, КС = 4.
РЕШЕНИЕ.
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	2)Определим вид 
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, следовательно 
[image: image140.wmf]АВС
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прямоугольный с катетами АВ и АС.
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Заметим, что использование формулы Герона существенно усложнило бы решение задачи
Задачи для самостоятельного решения
9. В равнобедренном треугольнике ABC с основанием АС  высоты ВМ и 

     АН пересекаются в точке К, причем АК = 5, КН = 3.

     Найдите площадь треугольника АВК.                               (Ответ: 15)

10. В равнобедренном треугольнике ABC с основанием АС  высоты ВЕ и СН 
      пересекаются в точке К, причем ВН = 6, КН = 3. 
      Найдите площадь  треугольника СВК.                                                (Ответ: 15)

11.В треугольнике АВС на стороне АВ = 9 выбрана точка D таким образом, что

     АD = 2. Найдите площадь треугольника АСD, если 
[image: image142.wmf]Ð

ВАС = 45[image: image143.wmf]0

 и

     
[image: image144.wmf]Ð

АСD =  
[image: image145.wmf]Ð

АВС.                                                                              (Ответ: 3)

12. Найдите площадь треугольника, стороны которого составляют арифметическую

      прогрессию с разностью 2, если известно, что произведение радиуса вписанной

      и описанной окружностей равно 130.                                             (Ответ: 168).

13.Длины сторон прямоугольного треугольника образуют  арифметическую    

     прогрессию. Чему равно отношение длины меньшего катета к большему?

                                                                                                    (Ответ: 0,75)

14.Высоты АН и ВК равнобедренного треугольника ABC с основанием ВС 
     пересе​каются в точке О, АН = ВС =
[image: image146.wmf]5

8

.

     Найдите пло​щадь треугольника АВО.                                (Ответ: 60).

15.Высоты АН и ВК равнобедренного треугольника ABC с основанием ВС
     пересека​ются в точке О, АК= 12, КС = 8. Найдите АО.            (Ответ: 
[image: image147.wmf]5

6

).

16. Биссектрисы AM и ВК треуголь​
а
о ABC пересекаются в точке О, 
     АО = 2, ОМ = 1, АК= 2, СК = 3. Найдите периметр треугольника. (Ответ:11,25).
17.В равнобедренном треугольнике ABC с основанием АС высота ВР и 

     биссектриса AM   пересекаются в точке О, АО = 4, ОМ= 3, АС = 2. 
     Найдите боковую сторону треугольника   ABC.                      (Ответ: 6).                                                                                                                 
18.В прямоугольном треугольнике ABC на катете АС взята точка К так, что угол ВКС

     равен углу В. Найдите гипотенузу АВ, если СК = 4,5 и АК = 3,5. (Ответ: 10)
19.В остроугольном треугольнике ABC АЛ = 60°, АВ = 8, ВС = 7. 
     Найдите периметр  треугольника.                                                         (Ответ: 10) 
20.Наибольшая сторона АВ треуголь​
а
о ABC равна 
[image: image148.wmf]2

8

,  ВС =10, ZA = 45°. 
     Най​дите площадь треугольника.                                                             (Ответ: 8)
21.Точки В и М лежат по разные стороны от прямой АС, 
[image: image149.wmf]Ð

АВС = 
[image: image150.wmf]Ð

САМ, 
      
[image: image151.wmf]Ð

BAC = 
[image: image152.wmf]Ð

АМС, АВ = 3, СМ = 12. Найдите длину отрезка АС.      (Ответ: 6)
22.Сторона АВ треугольника ABC рав​на 
[image: image153.wmf]3

15

. На стороне ВС взята точка К 
      так, что ВК = 
[image: image154.wmf]3

9

,  КС =
[image: image155.wmf]3

16

 и 
[image: image156.wmf]АВС
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[image: image157.wmf].
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      Найдите площадь треугольника КАС.                                              (Ответ: 288)
23.Сторона ВС треугольника ABC равна. 
[image: image158.wmf]3

3

. На стороне АВ отмечена точка Р
     так, что 
[image: image159.wmf]АВС

D

 подобен 
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 Найдите площадь тре​угольника ABC, 
      если ВР =

[image: image161.wmf]5
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 и АР = 
[image: image162.wmf].
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                                                               (Ответ: 18)
24.В остроугольном треугольнике ABC проведены высоты AM и СК, АС = 18, 
     ВК = 8, АК = ВМ = 4. 
     Найдите периметр четырехуголь​ника АКМС.                                      (Ответ: 48)
25.Отрезки AM и СК — высоты остроугольного треугольника ABC, 
     в котором АС = 18, 
[image: image163.wmf]Ð

В = 60°. Найдите КМ.                                           (Ответ: 9)
26.Через середину М гипотенузы АВ прямоугольного треугольника ABC 
      прове​дена прямая, перпендикулярная к гипотенузе и пересекающая
      катет АС в точке К. Найдите площадь треугольника АМК, 
      если АК= 12,5 и КС = 3,5.                                                                        (Ответ: 37,5)
27.В прямоугольном треугольнике ABC из середины М катета АС проведен
     перпенди​куляр МК к гипотенузе АВ. Найдите площадь треугольника АКМ, 
     если АВ = 100 и AM = 30.                                                                         (Ответ: 216)
28.В треугольнике ABC 
[image: image164.wmf]Ð

А :
[image: image165.wmf]Ð

В : 
[image: image166.wmf]Ð

С  = 1:2:3, ВК — биссектриса треугольника, 
     АК = 
[image: image167.wmf]3

8

.   Найдите АВ.                                                                   (Ответ: 24)
29.В треугольнике ABC 
[image: image168.wmf]Ð

C=90°, отре​зок AT— биссектриса треугольника, 
     
[image: image169.wmf]Ð

ВАТ : 
[image: image170.wmf]Ð

АТВ = 1 : 5, АВ =
[image: image171.wmf].
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  Найдите АС.                           (Ответ: 12)
30.В треугольнике ABC  AB= 17, ВС = = 15, АС = 8, отрезок АО — 
     биссектриса тре​угольника. Найдите площадь треугольника АВО.
                                                                                                                 (Ответ: 40,8)  
Треугольники и окружности
Окружность, вписанная в треугольник

Значительную долю задач, составляли в текстах КИМов  задачи, связанные с  окружностью, вписанной в тре​угольник — произвольный, равнобед​ренный или прямоугольный. В этих 
конфигурациях существенным момен​том является то, что окружность, впи​санная 
в треугольник  (или в много​угольник), касается всех его сторон.

[image: image172.png]



Отсюда, опираясь на свойства каса​тельных, можно получить три важней​ших для решения 

многих задач факта 

· отрезок, соединяющий центр ок​ружности и точку ее касания со стороной,   перпендикулярен этой стороне и является радиусом окружности;

· 
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· отрезки двух соседних сторон от общей вершины до точек касания равны между собой;

· центр вписанной окружности лежит на биссектрисе угла, образо​ванного его сторонами.

Использование этих четырех фактов (особенно двух последних) являлось ключевым моментом

при решении задач на вписанные окружности. Рассмотрим это далее более подробно на 

конкрет​ных примерах.

Как показывают результаты выполнения работ, значитель​ные затруднения вызвали задачи, 

при решении которых нужно было использовать тот факт, что центр вписанной в треуголь​ник 

окружности лежит на его биссектрисе. Приведем примеры геометрических заданий и дадим 

комментарии к их выпол​нению.

31.В равнобедренный треугольник ABC с основани​ем АС вписана окружность с центром О.   

     Луч СО пересекает сто​рону АВ в точке  К, причем АК = 6, ВК = 12.

             Найдите периметр треугольника.

РЕШЕНИЕ.

	[image: image175.png]: r““
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	1)Для решения этой задачи требуется установить, 
что СК — биссектриса треугольника 
(это следует из того, что по условию СК проходит через
 центр вписанной окруж​ности).

После этого, используя свойство биссектрисы
 треугольника, можно составить пропорцию
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                    Ответ: 45               


Рассмотрим одну из задач, в решении которых требовалось использовать свойство 

отрезков касательных.

32.Окружность с цент​ром О,  вписанная в равнобедренный треугольник ABC

     с основанием АС, касается стороны ВС в точке К, причем СК : ВК = 5 : 8. 
     Найдите пло​щадь треугольника,  если его пери​метр равен 72.

РЕШЕНИЕ.

	[image: image181.png]ax ax
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	1)Обозначим буквами М и Н точ​ки касания вписанной окружности со сторонами АВ и АС. Если считать ВК = 8х  и  СК = 5х, то АВ = ВС = 13х.

Используя свойст​во отрезков касательных и то, что Н — середина   основания,   имеем: АМ = АН = НC = СК = 5х.

2) Из условия  
[image: image182.wmf],
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       АС = 20,   АВ = ВС = 26.

3) Найдем 
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P.S.   Можно 
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  найти из 
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Окружность, описанная около треугольника.

Следующую группу задач составляли задачи, в которых окружность была описана

около треугольника. Поскольку в этом случае стороны треугольника являются хордами

окружности, а углы треуголь​ника — вписанными углами, то при решении задач 

использу​ются:

· свойства вписанных и центральных углов;

· свойство отрезков двух пересекающихся хорд;

· расположение центра описанной окружности на серединном перпендикуляре 

к стороне треугольника;

· следствие из теоремы синусов о радиусе описанной около тре​угольника окружности.
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Наиболее часто в заданиях вариантов КИМов встречались задачи, где требовалось

применить первые два свойства. Рассмо​трим примеры таких задач.
33.Около равнобедренного треугольника ABC с осно​ванием АС и 

     углом при основании 75° описана окружность с центром О. 

     Найдите ее радиус, если площадь треугольни​ка ВОС равна 16.

РЕШЕНИЕ.

	[image: image193.png]



	Известно, что вписанные углы, опирающиеся на одну и ту же дугу (или равные дуги), равны между собой и измеряют​ся половиной градусной меры соответствующего центрального угла.

В рассматриваемом примере нужно (как промежуточное действие) вычислить центральный угол по соответствующему впи​санному углу. Решение задачи состоит из двух шагов.



	1) Используя связь между вели​чинами соответствующих вписанного и центрального углов, имеем:
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                                                                             Ответ: 8                                                                                             


Заметим,  что в некоторых задачах  используется связь между вписанным углом 

(углом вписанного треуголь​ника),  противолежащей стороной и радиусом 

описанной окружности (формула 
[image: image198.wmf]R
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 - из  теоремы синусов) или

между цент​ральным углом, противолежащей сто​роной и радиусом 
описанной окруж​ности (теорема косинусов: 
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34.Около треугольни​ка ABC описана окружность. Медиа​на треугольника AM 
     продлена  до пе​ресечения с окружностью в точке  К. Найдите сторону АС, 

     если АМ= 18, МК = 8, ВК = 10.

РЕШЕНИЕ.
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	При решении этой задачи ис​пользуются два ключевых момента, связанные с двумя пересекающимися хордами одной окружности. 

1) Первый — свойство отрезков хорд: ВМ •  МС =  AM •  МК, 

откуда ВМ = МС = 
[image: image201.wmf]12
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2) Второй — подобие треугольников, которые получаются, если соединить концы этих хорд (у этих треугольников есть две па​ры соответственно равных углов: вертикальные углы АМС и ВМК и  вписанные углы МВК и MAC, опирающиеся на одну и ту же дyгy КС).

	     Из подобия треугольников ВМК и АМС следует
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                                                                                                                    Ответ: 15.


Необходимо заметить, что свойство отрезков пересекающих​ся хорд — факт,

который удобно применять при решении задач, но без него можно обойтись, 

если использовать подобие тре​угольников. В частности, в  рассмотренной выше

задаче можно записать пропорциональность всех сторон: 
[image: image204.wmf],
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и выполнить вычисления, приведенные выше, используя сначала левую пропорцию, 

а затем правую.
Четырехугольники

Трапеция 

Некоторые специфические свойства трапеции:

· в рав​нобедренной трапеции высота, проведенная из  вершины мень​шего

основания, разбивает большее основание на отрезки,   равные полусумме 

      и полуразности оснований.

· Биссектрисы углов, прилежащих к боковой стороне трапеции, 

перпендикулярны.
· Площадь трапеции равна произведению ее средней линии на высоту.

35.Боковая сторона рав​нобедренной трапеции равна 
[image: image205.wmf]13

, а основания равны 3 и 4.

     Найдите диагональ трапеции. 

РЕШЕНИЕ
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	1) 
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 BD = 5.   Ответ: 5


36. Найдите площадь равнобедренной трапеции, если ее диаго​наль, 

      равная 10, образует с основанием угол, косинус которого равен
[image: image211.wmf]10
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	1)Проведем высоту СН. Обозначим ВС= у, НD =x

По свойству равнобокой трапеции АD = у + 2х,

 АН = х + у.

2)
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тогда    
[image: image214.wmf].
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3) Из [image: image215.wmf]
[image: image216.wmf]D

АСН :   АН = АС · cos
[image: image217.wmf]CAH
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[image: image219.wmf].
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 (по теореме Пифагора)

4)
[image: image220.wmf]ABCD
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 =
[image: image221.wmf].
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                                                                  Ответ: 14


 РЕШЕНИЕ.
37.Найдите площадь равнобедренной трапеции, если ее высота равна 3, 

     а тангенс угла между диагональю и основанием равен 
[image: image222.wmf]4

1

. 

 РЕШЕНИЕ.

	[image: image223.png]



	12) Обозначим ВС= у, НD =x

По свойству равнобокой трапеции АD = у + 2х, 
АН = х + у.

2) 
[image: image224.wmf],
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 BC + AD = 2y + 2x, тогда 


[image: image225.wmf]CH
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3) Из 
[image: image226.wmf]D

АСН :      CН = AН · tg
[image: image227.wmf],
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Ð



	3  = AН ·
[image: image228.wmf]4

1

, AH = 12,   
[image: image229.wmf].
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                             Ответ: 36          


38. Найдите площадь равнобедренной трапеции, если ее диаго​наль равна 
[image: image230.wmf],

13

2


  а средняя линия равна 4.

РЕШЕНИЕ 

	[image: image231.png]



	1)Проведем высоту СН. Обозначим ВС= у, НD =x.
По свойству равнобокой трапеции АD = у + 2х, 
АН = х+у.
2)Средняя линия трапеции равна 
[image: image232.wmf].
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 EMBED Equation.3 [image: image234.wmf].
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	3) Из 
[image: image235.wmf]D

АСН :  по теореме Пифагора 
[image: image236.wmf].

6

36

16

52

4

)

13

2

(

2

2

=

=

-

=

-

=

CH

 

4) 
[image: image237.wmf]ABCD

S

= 4∙6 = 24.                                                                                       Ответ: 24


Ромб
39.Дан ромб ABCD с острым углом В. Площадь ромба 320, а синус угла В равен 0,8. 

     Высота  CH пересекает  диагональ BD в точке  К.  Найдите  длину отрезка СК.

РЕШЕНИЕ.

	[image: image238.png]



	Применение свойств биссектрисы угла треугольника, формул площадей ромба.

1) 
[image: image239.wmf]ромба

S

= АВ∙ВС∙sin В.

Пусть АВ=ВС=х,  где х>0.

х[image: image240.wmf]2

∙ sin В = 320, x[image: image241.wmf]2

= 320 : 0,8 = 400, x = 20.

Сторона ромба равна 20.

2) )
[image: image242.wmf]ромба

S

 = АD∙СH,   20∙СH = 320, СH = 16.

	3) Из ΔCHD по теореме Пифагора

     
[image: image243.wmf].
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4) По свойству диагоналей ромба -  DК биссектриса 
[image: image244.wmf]D

СDH.

Применим свойство биссектрисы угла треугольника (биссектриса делит противоположную сторону на отрезки пропорциональные прилежащим сторонам ) СDH :  
[image: image245.wmf]CD

KC

HD

KH

=

 .  Пусть КС = х,  тогда    HK = 16 – x, 
[image: image246.wmf];
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     12x = 320 – 20x,     32x = 320,    x = 10.        КС = 10.                           Ответ: 10.


Задачи для самостоятельного решения.
40. В ромбе ABCD синус острого угла С равен 0,6. Площадь ромба рав​на 135. 

Высота ВК пересекает  диагональ АС в точке Р.  Найдите длину отрезка РК. (Ответ: 4)

41. Дан  ромб ABCD с острым  углом  А .   Высота ВН, проведенная к стороне  СD,

пересекает диагональ АС в точке М. Найдите  площадь  треугольника СМН, 

если высота ромба равна 8,  а площадь ромба рав​на 80. (Ответ: 9)
Параллелограмм
Полезные свойства параллелограмма:

· 
[image: image247.wmf]j

sin
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,
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×

×

×

=

d

d

S

, где
[image: image248.wmf]1

d

 и 
[image: image249.wmf]2

d

 диагонали параллелограмма, а  
[image: image250.wmf]j

- угол между диагоналями (отметим также, что эта формула справедлива для любого выпуклого четырехугольника);
· Биссектриса угла параллелограмма отсекает от него равнобедренный треугольник
· В параллелограмме биссектрисы углов, прилежащих к одной стороне, 
перпендикулярны. 

· Сумма квадратов диагоналей параллелограмма равна сумме квадратов 

всех его сторон

· В параллелограмме равны площади всех четырех треугольников, на которые он разбивается диагоналями

· Интересный геометрический факт: если последовательно соединить середины сторон произвольного четырехугольника, то получим параллелограмм
42. В параллелограмме ABCD 
[image: image251.wmf]0

120

=

Ð

С

, биссектрисы углов В и С пересекаются в точке К, лежащей на стороне AD, СК = 3. Найдите площадь параллелограмма.
РЕШЕНИЕ.

	[image: image252.png]



	1)В параллелограмме ABCD
 
[image: image253.wmf]Ð

В = 180° -
[image: image254.wmf]Ð

 BCD == 60°. Так как СК — биссектриса угла BCD,

[image: image255.wmf]Ð

BCK = 
[image: image256.wmf]Ð

DCK =
[image: image257.wmf]0

60

 . 
как ВК — биссектриса угла ABC, 

[image: image258.wmf]Ð

ABK= 
[image: image259.wmf]Ð

СВК=
[image: image260.wmf]0

30

. Следовательно,

[image: image261.wmf]Ð

BKC = 180° - (30° + 60°) = 90°. Поэтому в 

[image: image262.wmf]D

ВСК  ВС = 2КС = 6.

	2)AD║ВС, поэтому   
[image: image263.wmf]Ð

CKD = 
[image: image264.wmf]Ð

BCK = 60° (внутренние накрест лежащие). Следовательно, 
[image: image265.wmf]D

KCD равносторонний, поэтому CD = КС = 3. Значит, AB = CD = 3.

3) 
[image: image266.wmf]ABCD

S

 = AB·ВС· sinB,  
[image: image267.wmf]ABCD

S

 = 3·6· sin60° = 9
[image: image268.wmf].

3

                             Ответ: 9
[image: image269.wmf].
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Применение признаков подобия треугольников и признаков параллельности прямых

43.В параллелограмме ABCD биссектриса угла D пересекает сторону AB в точке   

     К  и  прямую BC в точке Р.  Найдите периметр треугольника CDР, если DК = 18, 

     РК = 24,  АD = 15.

  РЕШЕНИЕ.

	[image: image270.jpg]



	1)DР = DК + КР = 24 + 18 = 42.

Пусть РВ = х, тогда РС = х + 15.

[image: image271.wmf] 
[image: image272.wmf]D

CDР подобен  
[image: image273.wmf]D

ВКР по двум углам:

 
[image: image274.wmf]Ð

Р – общий,        
[image: image275.wmf]Ð

2 = 
[image: image276.wmf]Ð

4  как соответственные углы, образованные 

прямыми CD║AB и секущей DР.

Пусть РВ = х, тогда СР = х +15.

Из подобия треугольников  получим пропорцию  
[image: image277.wmf]PB
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[image: image279.wmf];
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     7х = 60 + 4х;   3х = 60,  х = 20.      РВ = 20, РС = 20 + 15=35.

2) 
[image: image280.wmf]Ð

1 =
[image: image281.wmf]Ð

 2 т.к. DР биссектриса 
[image: image282.wmf]Ð

 D

     
[image: image283.wmf]Ð

1 = 
[image: image284.wmf]Ð

5 – как накрест лежащие при АD║BС и секущей DР;

      Из всего этого следует,  что  
[image: image285.wmf]Ð

2 = 
[image: image286.wmf]Ð

5, а это значит, что 
[image: image287.wmf]D

CDР равнобедренный с основанием   DР и в нем DС = РС = 35.

3) 
[image: image288.wmf],
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     Ответ: 112.


Задачи для самостоятельного решения
44.В параллелограмме ABCD биссектриса угла D пересекает сторону АВ в точке К и прямую 

     ВС в точке Р. Найдите пери​метр треугольника CDP, если АК = 12, ВК = 9, РК = 15.

45.В параллелограмме ABCD биссектриса угла В пересекает сторону CD

      в точке Т и прямую AD в точке М. Найдите пе​риметр треугольника СВТ, 

      если АВ = 21, ВМ = 35, MD = 9.

46.В параллелограмме ABCD биссектриса угла  В пересекает сторону CD
     в точке Т и прямую AD в точке М. Найдите пе​риметр треугольника АВМ, 

     если ВС =15, ВТ =18, ТМ =12.
Четырехугольники и окружность
· Если окружность вписана  в четырехугольник, то суммы длин противолежащих сторон равны

· Параллелограмм, описанный около окружности, является ромбом

· Центр окружности, вписанной в ромб, является точкой пересечения его диагоналей

· Диаметр окружности, вписанной  в ромб, является высотой ромба.

· Параллелограмм, вписанный в окружность, является прямоугольником.

47.Диагональ АС трапеции ABCD перпендикулярна боковой стороне CD. 

     Окружность, описанная около треугольника ABC, касается прямой CD и

     пересекает основание AD в точке М, AM = 8, MD = 2. Найдите площадь трапеции.

РЕШЕНИЕ .

	[image: image290.png]



	Так как окружность, описанная около треугольника ABC, касается прямой CD, то точка С — точка касания.

Следовательно, радиус, проведенный в точку касания, перпендикулярен прямой CD. По условию задачи диагональ АС перпендикулярна боковой стороне CD. Поэтому АС — диаметр окружности, описанной около треугольника ABC. 

	Следовательно, 
[image: image291.wmf]Ð

ABC=
[image: image292.wmf]Ð

CMA=90°. Значит, четырехугольник АВСМ— прямоугольник. Получим также, что ВС = АМ = 8, 
[image: image293.wmf].
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Найдем площадь трапеции: 
[image: image294.wmf].
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                                                 Ответ: 36.


48.Диагональ АС трапеции ABCD перпендикулярна боковой стороне CD. Окружность, описанная около треугольника ABC, касается прямой CD и пересекает основание
     AD в точке М, AM = 8,  СM = 4. Найдите площадь трапеции.       (Ответ: 36)

49.В трапеции ABCD диагональ АС перпендикулярна боковой стороне CD.

     Окружность, описанная около треугольника ABC, касается прямой CD  и 

     пересекает основание AD в точке М так, что MD = 2, СМ = 4.

     Найдите площадь трапеции. (Ответ: 36)

 50.В трапеции ABCD диагональ АС перпендикулярна боковой стороне CD.

      Окружность, описанная около треугольника ABC, касается прямой CD и

      пересекает основание АD. Радиус окружности равен 
[image: image295.wmf]5

2

, АD = 10.

      Найдите площадь трапеции. (Ответ: 36)

51.Диагональ АС трапеции ABCD перпендикулярна боковой стороне CD.

     Окружность, описанная около треугольника ABC, касается прямой CD и

     пересекает основание AD в точке М. Вычислите 
[image: image296.wmf]MD

АМ

, 
     если  
[image: image297.wmf]Ð

АDС =
[image: image298.wmf]3

2

p

. (Ответ: 3)

 52.В трапеции ABCD диагональ АС перпендикулярна боковой стороне CD.

     Окружность, описанная около треугольника ABC, касается прямой CD,

     пересекает основание AD в точке М.
     Найдите отношение
[image: image299.wmf]AD

ВС

,   если  
[image: image300.wmf]Ð

АDС =
[image: image301.wmf]3

p

     (Ответ: 0,75).

53.В параллелограмме ABСD  
[image: image302.wmf]Ð

АВС =
[image: image303.wmf]4

3

p

,  ВD = 2. Окружность, описанная 
    около треугольника ABD,  касается прямой CD. 

    Найдите площадь параллелограмма. (Ответ: 4). 

54.Точка О равноудалена от вершин А и В прямоугольника АВСD и от середины
     стороны CD. Найдите расстояние ОА, если АВ = 2, АD = 5.

Трапеция и окружность
· Средняя линия трапеции, описанной около окружности равна полусумме боковых сторон

· Трапеция, вписанная в окружность, является равнобедренной
· Диаметр окружности,  вписанной в трапецию, является высотой трапеции 

55.Найдите радиус окружности, вписанной в равнобедренную трапецию, если  средняя
      линия трапеции равна 
[image: image304.wmf]10

, а косинус угла при основании  трапеции равен 
[image: image305.wmf]10

1

.
РЕШЕНИЕ 

	[image: image306.png]



	1)Средняя линия трапеции равна  
[image: image307.wmf],
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BC + AD = 2
[image: image308.wmf]10


2)Известно, что если окружность вписана в трапецию,

 то сумма боковых сторон трапеции равна сумме ее оснований. 

BC + AD = AB + CD, т.к. трапеция равнобокая, 
 то BC + AD = 2AB  = 2
[image: image309.wmf]10

,   AB =
[image: image310.wmf]10

.

	3) Проведем высоту BН,  тогда    r = BH : 2.

 Из [image: image311.wmf]ΔАBН :      АН = АB · cos
[image: image312.wmf]Ð

BAH,   АН =
[image: image313.wmf],
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[image: image314.wmf].
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 (по теореме Пифагора).

4) r = 3 : 2 =1,5.                                                                                     Ответ: 1,5.


56.Найдите радиус окружности, вписанной в равнобедренную трапецию, 
      если средняя линия трапеции равна 12, а косинус угла при основании 

      трапеции равен 
[image: image315.wmf]4

7

.                                               (Ответ: 4,5).
57.Найдите среднюю линию равнобедренной трапеции, описан​ной около окружности 
      радиуса 2, если тангенс угла при основании трапеции равен 
[image: image316.wmf]15

1

.    (Ответ: 16).
Правильные многоугольники, вписанные или описанные около окружности

58. Точка О является центром правильного девятиугольника ABCDEFGHK.

      Площадь треугольника OAD равна
[image: image317.wmf]4

3

25

.  Найдите длину перпендикуля​ра ОМ,  

      опущенного на диагональ AD. (Ответ: 2,5)

 59.Найдите площадь правильного двенадцатиугольника, если его сторона
     равна 
[image: image318.wmf]3

2

6

-

                                                           (Ответ:108 )

60.Найдите периметр правильного восьмиугольника ABCDEFGH, если площадь 

     четырехугольника BCEG равна 
[image: image319.wmf]).

2

2

3

(

18

+

×

            (Ответ: 24)
61.Найдите периметр правильного восьмиугольника ABCDEFGH, если площадь 

    четырехугольника ABEF равна 
[image: image320.wmf]).
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               (Ответ: 72)

62.Периметр правильного восьмиугольника ABCDEFGH равен
[image: image321.wmf]).
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     Найдите площадь четырехугольника BCEG.               (Ответ: 8)

ЗАДАЧИ ЕГЭ 2009

63.Основание равнобедренного треугольника равно 24, а его площадь равна 108. 

     Найдите расстояние между центром описанной около треугольника окружности

     и центром окружности, вписанной в этот треугольник.

 РЕШЕНИЕ 

	[image: image322.png]



	1)Пусть в треугольнике ABC АВ = ВС, АС = 24. 
[image: image323.wmf],
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 EMBED Equation.3 [image: image324.wmf],
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2) Из прямоугольного
[image: image325.wmf]АВН
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, где BH = 9, АН = 12

 по теореме Пифагора
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	По следствию из теоремы синусов  
[image: image328.wmf],
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получаем   
[image: image329.wmf],
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3) 
[image: image330.wmf],
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[image: image331.wmf]p

полупериметр  
[image: image332.wmf]ABC
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,  
[image: image333.wmf]p

= (15+15+24) : 2 = 27, 
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3) Заметим, что для построения правильного  рисунка к задаче надо определить вид 
[image: image337.wmf]АВС

D

, для этого применим следствие из теоремы косинусов. Сравним квадрат большей стороны в  
[image: image338.wmf]АВС

D

 с суммой квадратов двух других сторон: 
[image: image339.wmf]2
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 576 > 450, из этого следует, что 
[image: image341.wmf]АВС
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 тупоугольный. Центр окружности,  описанной около тупоугольного 
[image: image342.wmf]АВС

D

, лежит вне этого треугольника.

3)Центры описанной около треугольника окружности и окружности, вписанной в этот треугольник находятся на прямой ВН , содержащей высоту, опущенную на основание равнобедренного треугольника.

В этой задаче надо найти длину 
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= ОВ – ВН +
[image: image345.wmf]Н
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= 12,5 – 9 + 4 = 7,5.                                                             Ответ: 7,5


64.Основание равнобедренного треугольника равно 16, а высота, проведенная к 
    окружности основанию, равна 6. Найдите расстояние между центром описанной около   

    треугольника   и центром окружности, вписанной в этот треугольник.     (Ответ: 5).
65.Из точки М  к окружности,  радиус которой равен 4, проведены  касательная,  касающаяся             

    окружности в точке С, и секущая, проходящая через центр О окружности и

    пересекающая ее в точках А и В так, что МА = АО. Точка N- середина

    дуги АС окружности. Найдите площадь треугольника МОN.
РЕШЕНИЕ.
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	1)ОА = 4, МА =ОА = 4, МВ = 12, ОМ = 8

2) Радиус, проведенный в точку касания перпендикулярен самой касательной.

В прямоугольном 
[image: image347.wmf]ОМС

D

 катет ОС в 2 раза меньше гипотенузы ОМ, следовательно 
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, тогда второй острый угол АОС в 
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равен 
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3)Центральный
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     Ответ: 8
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