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Введение.

Известно, что существует достаточно много традиционных способов решения уравнений. Однажды, при обобщении основных положений по решению уравнений, на уроке алгебры нам было предложено к рассмотрению одно уравнение, которое решалось необычным методом: с использованием инвариантов. Этот метод заинтересовал меня, потому что применение инвариантов и квазиинвариантов достаточно быстро позволяет решить сложные по своей структуре уравнения. Также, используя метод инвариантов, можно решить различные нестандартные, логические задачи. Полезно владеть определенными общими подходами к решению таких задач. Поэтому я решила разобраться в решении нестандартных задач, попробовать их исследовать, найти общие подходы. Любая задача должна чему-нибудь научить. Решение каждой задачи должно быть шагом вперед в развитии математических знаний, умений и навыков, должно обогащать знания и опыт, учить ориентироваться в различных ситуациях.

В своей исследовательской работе я рассмотрю несколько нестандартных задач с использованием метода инвариантов, а также симметрии графиков, функций и уравнений.

Цель работы:

1. Изучить понятие «инварианты и квазиинварианты»;
2. Изучить методы решения нестандартных задач, уравнений через инварианты;

3. Найти общие подходы при решении задач с использованием инвариантов;

4. Обогатить математические знания;

5. Выявить практическую значимость исследуемой темы.
Для выполнения поставленных целей потребовалось изучить литературные источники по теме исследования, а также ознакомиться с решением задач с применением инвариантов.
Инварианты.
Инвариантом некоторого преобразования или системы действий называется величина (или свойство), остающаяся постоянной при этом преобразовании. 

Нередко встречаются задачи, в которых спрашивается, можно ли в результате некоторых действий получить тот или иной результат. Основным методом решения подобных задач является нахождение свойства исходного объекта, которое не меняется после выполнения таких действий, - это и есть инвариант. Если конечный объект задачи не обладает найденным свойством, то он, очевидно, не может быть получен в результате этих действий из исходного объекта.

Полуинвариант - величина, изменяющаяся только в одну сторону (т.е. которая может только увеличиваться или только уменьшаться).

Симметрии графиков, функций и уравнений.
Рассмотрим уравнение вида

f (g (x)) = f (h (x)),         (1)

где f(x), g(x), h(x) – некоторые функции. Уравнения данного вида решаются методами, основанными на свойствах функции (монотонности, честности, периодичности и др.). Сейчас попробуем решать уравнения (1) (и сводящиеся к ним) приемами, использующими симметричность (инвариантность, неизменность) графика относительно некоторых преобразований области определения.

 Вначале введем необходимые понятия, обобщающие свойства чётности и периодичности, нечетности и антипериодичности.
Пусть функция f(x) определена на D(f). Дробно-линейную функцию

φ(x) = 
[image: image125.png]


,        ad – bc ≠ 0

назовем инвариантом (квазиинвариантом) функции f(x), если при всех

 x 
[image: image2.wmf]Î

 D(f), x ≠ -d / c,  имеем φ(x) 
[image: image3.wmf]Î

 D (f) и  f (φ(x)) = f (x) (соответственно,
 f (φ(x)) = - f (x)). Условие  ad – bc ≠ 0 накладывается для того, чтобы исключить случай φ(x) = const.
Очевидно, что функция φ(x) = x  является инвариантом любой функции. Этот вариант будем называть тривиальным. Ясно, что функция 
φ(x) = - x  является инвариантом четной функции. Если функция f (x) периодически с периодом T, то функция f (x) = x + kT, где k – целое число, инвариант f (x). Функция φ(x) = π – x – инвариант f (x) = sin x. Отметим, что если график функции f (x) симметричен относительно прямой x = a, то функция φ(x) = 2a – x является инвариантом f (x).
         Действительно, в этом случае f (a-x) = f (a+x) и, значит, 

f (2a-x) = f (a-(x-a)) = f(a+(x-a)) = f (x).

          Верно и обратное. Если φ(x) = 2a – x – инвариант f(x), то график 
функции f(x) симметричен относительно прямой x = a.
        Функция φ (x) = 1/x  является инвариантом функции 
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У функции f (x) = 
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  пять нетривиальных инвариантов:
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 EMBED Equation.3  [image: image15.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image16.wmf]
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 (x) = 1 – x,  
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 EMBED Equation.3  [image: image32.wmf](
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 EMBED Equation.3  [image: image36.wmf]2
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Функция 
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 (x) = - x является квазиинвариантом нечетной функции. Функция 
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 (x) = x +
[image: image49.wmf]p

 - квазиинвариант функций f (x) = sinx,  f (x) = cosx. Функция f (x) называется антипериодической, если существует число T 
[image: image50.wmf]¹

0 такое, что для любого x
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D(f) имеем  x
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T 
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 D(f) и f (x + T) = - f(x), то есть функции x
[image: image54.wmf]±

T  - квазиинварианты f(x). Функция 
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 (x) = 1 / x  - квазиинвариант функций 
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(x) = lnx.
 Заметим, что график функции f(x) симметричен относительно точки (b; 0) тогда и только тогда, когда 
[image: image63.wmf]j

 (x) = 2b – x -  квазиинвариант f (x).
Поскольку композиция двух дробно-линейных функций является дробно-линейной функцией и обратная к ней – дробно-линейная функция, то легко заметить, что:

1.   Если 
[image: image64.wmf]j

(x) – инвариант (квазиинвариант) функции f (x) и D (f) = R, то 
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 (x) (обратная к 
[image: image66.wmf]j

(x)) – инвариант (соответственно, квазиинвариант)  f(x);

2.   Если 
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(x), 
[image: image68.wmf]y

(x) – инварианты или квазиинварианты функции f(x), то 
функции 
[image: image69.wmf]y

j

(

(x)), 
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(
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(x)) – инварианты f(x) (в частности, если функция 

f(x) антипериодическая: f (x +T) = - f (x), T
[image: image72.wmf]¹

0, то она периодическая периода 2T);
3.   Если 
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(x) – инвариант, а 
[image: image74.wmf]y

(x) – квазиинвариант функции f(x), то
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 (
[image: image76.wmf]y

(x)) -   квазиинвариант  f (x).
 Отметим также без доказательства следующие утверждения:

4.   Если функции 
[image: image77.wmf]1
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 (x) = a – x, 
[image: image78.wmf]2
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(x) = b – x , a 
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b или инварианты, или
 квазиинварианты функции f (x), то f(x) -  периодическая функция, то есть если график  функции  f(x) симметричен или относительно прямых x = a/2,
 x = b/2,  или относительно точек (a/2;0), (b/2;0) и a 
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b, то функция f(x) периодическая; 
5.   
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(x) – инвариант (квазиинвариант) многочлена p(x) ненулевой степени, тогда и  только  тогда, когда 
[image: image82.wmf]j

(x) = b – x  и                                      

                                      p(x) = 
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                                     p(x) = 
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Использование инвариантов при решении уравнений (1) основано на следующем очевидном факте. Если функция 
[image: image85.wmf]j

(x) – инвариант f(x), то решения уравнения

[image: image86.wmf]j

 (g(x)) = h(x),             (2)

содержащиеся в ОДЗ уравнения (1), являются решениями (1).

Отметим, что при решении уравнений (1) полезно построение графиков функций f(x).
Использование квазиинвариантов функций при решении уравнений вида    
f (g(x)) + f (h(x)) = 0               (3)

основано на следующем тривиальном факте.

 Если функция 
[image: image87.wmf]j

 (x) – квазиинвариант f(x), то решения уравнения

f (g(x)) =  f (
[image: image88.wmf]j

(h(x))),
содержащиеся в ОДЗ (3), являются решениями (3).

  В некоторых случаях бывает полезным следующее очевидное утверждение.

  Если функция 
[image: image89.wmf]j

(x) – или инвариант, или квазиинвариант функции 
f(x) и g(x) и x
[image: image90.wmf]0

 - решение уравнения f (x) = g (x), то 
[image: image91.wmf]j

(x
[image: image92.wmf]0

) – решение. Это утверждение часто используется в случаях, когда f (x) и g(x) либо четные, либо нечетные функции.
Перейдём к примерам.

Решите уравнения:

1. 
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4. 
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Решение:

1. Уравнение имеет вид (1), причём
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Функция f(x)- чётная и возрастающая при 
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. Поэтому уравнение равносильно совокупности двух уравнений:

[image: image101.wmf]ê

ê

ë

é

-

=

-

-

=

.

1

2

;

1

2

2

2

x

x

x

x


Отсюда получаем, что решениями уравнения будут:
[image: image102.wmf].

2

1

;

2

1

±

±

-


Замечание: если положить за
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[image: image103.wmf]1

2

2

2

+

+

+

x

x

x

, g(x)=
[image: image104.wmf]2

x

-

, h(x)=-2x-1,

то решение уравнения  сведётся к той же совокупности. График функции f(x)         
симметричен относительно прямой 
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2. ОДЗ уравнения:
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Уравнение имеет вид (1), где 

f(x)=
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Легко заметить, что 
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- инвариант f(x). Так как уравнение f(x)= c может иметь не более двух решений (оно сводится  к квадратному уравнению), то каждое своё значение функция f(x) может принимать не более двух раз. Поэтому уравнение равносильно совокупности двух уравнений:



[image: image112.wmf]ê

ê

ê

ë

é

-

=

-

-

=

-

.

1

1

5

;

1

5

x

x

x

x


Отсюда получаем, что решениями уравнения являются:
[image: image113.wmf].

3

3

;

3

±


3. ОДЗ уравнения:
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 Уравнение имеет вид (1), причём

f(x)=
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, g(x)=x, h(x)=2x-6.
Инварианты функции f(x):
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Поэтому решения совокупности уравнений:



[image: image117.wmf]ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

-

=

-

-

=

-

-

=

-

-

=

-

=

-

-

=

.

6

2

1

;

6

2

1

;

6

2

1

1

;

6

2

1

;

6

2

1

;

6

2

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x


Содержащиеся в ОДЗ уравнения, являются его решениями. Следовательно, 
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- решения уравнения. Поскольку уравнение сводится к алгебраическому уравнению десятой степени, то оно других решений (кроме выписанных) не имеет.

4. ОДЗ уравнения: 
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чётные, и  
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- их квазиинвариант. Легко заметить, что x=2 - решение уравнения. Тогда x = -2  и  x = 
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Таким образом, получили, что решениями уравнения являются: 
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Нестандартные задачи.
Какая же задача в математике называется нестандартной? «Нестандартные задачи» - это такие задачи, для которых в курсе математики не имеется общих правил и положений, определяющих точную программу их решения». Однако следует заметить, что понятие «нестандартная задача» является относительным. Одна и та же задача может быть стандартной или нестандартной, в зависимости от того, знакомы ли мы со способами решения задач такого типа. Таким образом, нестандартная задача- это задача, алгоритм которой неизвестен, т.е. неизвестен ни способ её решения, ни то, на какой учебный материал опирается решение. К таким задачам относятся задачи на применение инвариантов.
Задачи на инварианты.

1. Кузнечик прыгал вдоль прямой и вернулся в исходную точку (длина прыжка 1м). Докажите, что он сделал чётное число прыжков.

    Решение:

 Поскольку кузнечик вернулся в исходную точку, количество прыжков вправо равно количеству прыжков влево, поэтому общее количество прыжков чётно.

2. У марсиан бывает произвольное число рук. Однажды все марсиане взялись за руки так, что свободных рук не осталось. Докажите, что число марсиан, у которых нечётное число рук, чётно.

    Решение:

 Назовём марсиан с чётным числом рук чётными, а с нечётным – нечётными. Поскольку руки образуют пары, то общее число рук чётно. Общее число рук у чётных марсиан чётно, поэтому общее число рук у нечётных марсиан тоже чётно. Следовательно, число нечётных марсиан чётно.

3. Имеются три числа, которые можно заменять по следующим 
правилам: числа a, b и c стираются и вместо них записываются (a+b)/2, (b+c)/2 и (a+c)/2.Можно ли из чисел 101, 73, 125 получить 77, 79 и 83?
               Решение:
 А давайте так, "на всякий случай", посмотрим, как меняется сумма чисел. Было a+b+c, а стало... вместо них записываются (a+b)/2+(b+c)/2+(a+c)/2 = (2a+2b+2c)/2 = a+b+c - не изменилась. То есть, как ни крути, а сумма трех чисел не меняется. Но 101+73+125=299, а 77+79+83=239 - суммы исходной и конечной тройки разные. Поэтому из одной нельзя получить другую.

4.  Может ли прямая пересекать (во внутренних точках) все стороны невыпуклого: а) 2007-угольника; б) 2008-угольника?

      Решение:
а) Пойдем методом от противного. Пусть прямая пересекает 

 все стороны многоугольника. Рассмотрим все вершины, лежащие по одну сторону от неё. Каждой из этих вершин можно поставить в соответствие пару сторон, из неё выходящих. При этом получим разбиение всех сторон многоугольника на пары. [image: image1.wmf]d
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Получено противоречие, поэтому построить прямую, которая бы пересекала 2007-угольник во всех внутренних точках нельзя. Поэтому, если прямая пересекает все стороны многоугольника, то количество сторон четно.

5. Имеется квадратная таблица 10х10, в клетки которой в последовательном порядке вписаны натуральные числа от 1 до 100: в первую строку - числа от 1 до 10, во вторую - от 11 до 20 и т. д. Докажите, что сумма S любых 10 чисел таблицы, из которых никакие два не стоят в одной строке и никакие два не стоят в одном столбце, постоянна. Найдите эту сумму.

     Решение:

Обозначим слагаемое исходной суммы S из первой строки через а1 , из второй - через 10 + а2, из третьей – через 20 + а3 и т. д., наконец, из десятой – через 90 + а10.

Здесь каждое из натуральных чисел а1, а2, …,а10 заключено в пределах от 1 до 10 , причем эти числа попарно различны, так как, если бы, например, а1 = а2 , то числа а1 и 10 + а2 стояли бы в одном столбце таблицы. Получаем:

S = а1 + (10 + а2) + (20 + а3) + …+ (90 +а10) =

= ( 10 + 20 +…+ 90) + (а1 + а2 +…+ а10) =

= 450 + (а1 + а2 +…+ а10).

Поскольку числа а1, а2,…, а10 попарно различны и принимают все целые значения от 1 до 10 , то каждое из натуральных чисел от 1 до 10 входит в сумму а1 + а2 +…+ а10 в качестве слагаемого ровно один раз. Следовательно,

а1 + а2 +…+ а10 = 1 + 2 +3 +… + 10 = 55,

S = 450 + 55 = 505.

Сумма S и является инвариантом: если в ней одни слагаемые заменить другими, но так, чтобы все слагаемые новой суммы стояли в таблице в разных строках и в разных столбцах, сумма примет, тоже самое значение.

   Ответ: 505.

6. Лист бумаги разорвали на 5 кусков, некоторые из этих кусков разорвали на 5 частей, а некоторые из этих новых частей разорвали еще на 5 частей и т. д. Можно ли таким путем получить 1994 куска бумаги? А 1997?
     Решение:

При каждом разрывании листа или одного куска бумаги на 5 частей общее число кусков увеличивается на 4 . Поэтому число кусков бумаги на каждом шаге может иметь только вид 4k + 1 (k- натуральное число). Это выражение и является инвариантом.

Так как 1994 нельзя представить в виде 4k + 1 , то число кусков, равное 1994 , получиться не может, а 1997 = 4k + 1 при k = = 499 ,следовательно, 1997 кусков получиться могут.
7. На столе лежат сто спичек. Играют двое, ходят по очереди. За один ход игрок может взять одну, две или три спички. Забравший последнюю спичку выигрывает. Кто выиграет при правильной игре — первый или второй игрок?
Если на столе осталась одна, две или три спички, выигрывает игрок, который ходит первым, так как он забирает все спички. Если на столе лежат четыре спички, первый игрок проигрывает, так как при любом его ходе соперник забирает все. Если на столе лежат пять, шесть или семь спичек, первый игрок снова выигрывает, оставив сопернику четыре спички. Несложно увидеть ответ — если число спичек на столе не делится на 4, при правильной игре выигрывает тот, кто ходит первым, иначе — второй игрок.
Для доказательства этого утверждения обратимся к инвариантам. В нашем случае инвариант — это остаток при делении на 4.

Требуется доказать два утверждения. Первое: «ход, оставляющий противнику число спичек, кратное четырём, является оптимальным и ведёт к выигрышу». Второе: «если такой ход сделать нельзя, то позиция является проигрышной». Первое утверждение эквивалентно утверждению «если число спичек на столе не делится на четыре», второе — «если делится».

Пусть на очередном ходе игроку досталось кратное четырём число спичек. Тогда, при любом его ходе, число спичек уже не будет кратно четырём. Его противник же всегда может сделать такой ход, что число спичек вновь станет кратно четырём. Выиграет при такой игре второй игрок, поскольку число спичек изначально положительно и постоянно уменьшается, а значение инварианта в конечном состоянии — ноль — делится на четыре, и, следовательно, будет достигнут на ходе второго игрока. Если изначально число спичек не кратно четырём, то первый игрок всегда может оставить второму число спичек, кратное четырем, поставив его в проигрышную позицию.

Заключение.
Выполнив данную работу, я думаю, мне удалось раскрыть понятие инвариантов и квазиинвариантов; изучить методы решения нестандартных задач, уравнений через инварианты; найти общие подходы при решении задач с использованием инвариантов. Благодаря исследовательской работе я научилась ориентироваться в различных ситуациях при решении задач, используя метод инвариантов.
Тема «Инварианты и квазиинварианты» показалась мне очень интересной и занимательной. Я думаю, что она является актуальной и может принести практическую пользу, например, при подготовке к Единому Государственному Экзамену. Я являюсь ученицей десятого класса. В следующем году мне предстоит  сдавать ЕГЭ, и, я думаю, метод инвариантов очень поможет мне при решении сложных уравнений.
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