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Человеку, изучающему алгебру, часто  полезнее решить одну и ту же задачу тремя различными способами, чем решать три-четыре задачи. Решая одну задачу различными способами, можно путем сравнения выяснить, какой из них короче и эффективнее. Так вырабатывается опыт. 
У.У. Сойер (английский математик  20 века)

Введение

Многие задачи допускают несколько способов решений, Часто первый избранный способ бывает далеко не самым удачным. Нахождение «наиболее простых», оригинальных, «красивых» способов решения является результатом длительной и кропотливой работы. Умение же решать задачу несколькими способами является одним из признаков хорошей подготовки по математике.

На уроках алгебры в 8 классе было дано определение квадратного уравнения, виды квадратных уравнений, способы решения неполных квадратных уравнений, решение полного квадратного уравнения методом выделения квадрата двучлена и по формуле корней квадратного уравнения. Приведенное квадратное уравнение решается как по формуле корней квадратного уравнения, так и с применением теоремы, обратной теореме Виета. Причем решение методом выделения квадрата двучлена в основном носит прикладное значения: для  осмысленного понимания вывода формулы корней квадратного уравнения. Возникает вопрос, а нельзя ли и полное квадратное уравнение решать, применяя теорему, обратную теореме Виета. Из книг для внеклассного чтения по математике известно, что квадратные уравнения умели решать еще в Древнем Египте. Как это делалось, если в то время не существовала символическая алгебра? Какие есть еще способы решения квадратных уравнений, и сколько их? Ответа на эти вопросы в школьных учебниках нет, и я решила провести исследовании и восполнить этот пробел в знаниях.
Цель моей работы  - изучить способы решения  квадратных уравнений, овладеть навыком применения этих способов.
 Задачи:  1. Изучить по различным источникам информацию о способах решения квадратных уравнений уравнения.

                2. Сделать анализ найденных способов и  выполнить классификацию способов решения квадратных уравнений по следующим признакам:

                  a) сложность решения ;

                  b) методы рационального решения;

                  c) практическое применение. 

Актуальность темы – В действующих школьных учебных пособиях недостаточно теоретического и практического материала по обозначенной теме, т.е. наблюдается рассогласованность между стандартами школьной и вузовской программами.

Объект: Квадратные уравнения.
Предмет: Способы решения данных уравнений.

Гипотеза – если я при исследовании данной темы смогу реализовать постановленною мною цель и задачи, то соответственно выйду и на реализацию предпрофильной подготовки в области математического образования.

Методы исследования: аналитический.
Ожидаемые результаты: В ходе изучения данной работы, я реально смогу оценить свой интеллектуальный потенциал и соответственно в будущем определиться с профилем обучения, создать проектный продукт по исследуемой теме в форме компьютерной презентации, изучение данного вопроса позволит мне компенсировать недостаточность в знаниях по обозначенной теме.         

Основная часть. Уравнение одно. А сколько способов решения?
Исторический аспект вопроса
 Из исторических источников известно, что впервые квадратное уравнение сумели решить математики Древнего Египта. Неполные квадратные уравнения и частные виды полных квадратных уравнений  [image: image4.wmf]ê
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 умели решать вавилоняне (около 2 тыс. лет до н. э.). Об этом свидетельствует найденные клинописные тексты задач с решениями (в виде рецептов).  Правило решения этих уравнений, изложенное в вавилонских текстах, совпадает с современным, однако неизвестно, каким образом дошли вавилоняне до этого правила. Почти все найденные до сих пор клинописные тексты приводят только задачи с решениями, изложенными в виде рецептов, без указаний относительно того, каким образом они были найдены. Несмотря на высокий уровень развития алгебры в Вавилонии,  в клинописных текстах отсутствуют понятие отрицательного числа и общие методы решения квадратных уравнений.
Некоторые виды квадратных уравнений, сводя их решение к геометрическим построениям, могли решать древнегреческие математики. Приемы решения уравнений без обращения к геометрии дает Диофант Александрийский (III в.). В дошедших до нас шести из 13 книг «Арифметика» содержатся задачи с решениями, в которых Диофант объясняет, как надо выбрать неизвестное, чтобы получит решение уравнения вида  ах = в  или  ах2=в.  Способ решение полных квадратных уравнений Диофант изложил в книгах «Арифметика», которые не сохранились.Правило решения квадратных уравнений, приведенных к виду ах2+вх=с, где    a > 0, дал индийский ученый Брахмагупта (VII в.). В трактате «Китаб аль-джебр валь-мукабала» хорезмский математик аль-Хорезми  разъясняет приемы решения уравнений вида ах2=вх, ах2=с, ах2+с=вх, ах2+вх=с, вх+с=ах2,  (буквами a, b и c обозначены лишь положительные числа) и отыскивает только положительные корни.     Формулы решения квадратных уравнений в Европе были впервые  изложены в 1202 г. итальянским математиком Леонардом Фибоначчи.  Общее правило решения квадратных уравнений, приведенных к виду ах2+вх=с, было сформулировано немецким математиком М. Штифелем (1487 - 1567). Выводом формулы решения квадратных уравнений общего вида занимался Виет. Однако свое утверждение он высказывал лишь для положительных корней (отрицательных чисел он не признавал). После трудов нидерландского математика А. Жирара (1595 - 1632), а также Декарта и Ньютона способ решения квадратных уравнений принял современный вид.   Формулы, выражающие зависимость корней уравнения от его коэффициентов, были выделены Виетом в 1591 г. 
Решаем полные  квадратные уравнения
В школьном курсе алгебры квадратные уравнения решаются четырьмя способами. Основным является способ решения по формуле корней квадратного уравнения:


Довольно трудным способом для большинства учащихся  является решение  квадратных уравнений выделением квадрата двучлена. Если второй коэффициент - четное число, применяется формула корней для четного коэффициента. И наконец приведенное уравнение решается по теореме, обратной теореме Виета.
Попытаемся ответить на вопрос, нельзя ли и полное квадратное уравнение решить этим способом 
Разложение левой части уравнения на множители   
 Пример 1. Решить уравнение  х 2 + 10х – 24 = 0

   Решение.Разложим левую часть уравнения на множители: х2 + 10х – 24 = х2 + 12х – 2х – 24 =    = х(х + 12) – 2(х + 12) = (х + 12)(х – 2);

                 (х + 12)(х – 2) = 0;

        х + 12 = 0      или       х – 2 = 0;

           х1 = -12                        х2 = 2 ;

    Числа – 12 и 2 являются корнями данного уравнения.

    Ответ: х1 = -12 ; х2 = 2.
Пример 2. Решить уравнение  х2 + 3х + 2 = 0;

               х2 + 2х + х + 2 = 0 ;                  х( х + 2 ) + ( х + 2 ) = 0; 

                ( х + 2 )( х + 1 ) = 0;

                 х  + 2 = 0 или  х + 1 = 0;

                 х1 = -2 ;               х2 = -1;

      Уравнение х2 + 3х + 2 = 0 имеет два корня :

    х1= -2 и х2 = -1.

      Ответ: х1 = -2; х2 = -1.

Решение уравнений способом «переброски»
Рассмотрим квадратное уравнение ax²+bx+c=0 , где a ≠ 0 Умножая обе его части на а, получаем уравнение а²х² + аbх + ас = 0. Пусть ах = у, откуда х = у/а; тогда приходим к уравнению у²+ву+ас=0, равносильному данному. Его корни у1 и у2 найдем с помощью теоремы Виета. Окончательно получаем х1=y1 /a и х2 =y2 /a. При этом способе коэффициент а умножается на свободный член, как бы  «перебрасывается» к нему, поэтому   его и называют способом «переброски».        Этот способ применяют, когда можно легко найти корни уравнения, используя теорему Виета и, что самое важное, когда дискриминант есть точный квадрат. 
Пример 3. Решим уравнение 2х2 - 11х + 15 = 0. 
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Решение. «Перебросим» коэффициент 2 к свободному члену, в результате получим уравнение  у2 – 11y + 30 = 0. Согласно обратной  теореме Виета 

Ответ: х1=2,5; х2=3.
Применение свойств коэффициентов квадратного уравнения 
Пусть дано квадратное уравнение ах2 + bх + с = 0, где а≠ 0.
Теорема 1.Если, а + b + с = 0 (т. е. сумма коэффициентов уравнения равна нулю), то x1=1, x2=c/a
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Доказательство. Разделим обе части уравнения на а  ≠  0, получим приведенное квадратное уравнение                            . Согласно теореме Виета
[image: image7.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

×

=

+

=

-

-

=

+

a

c

x

x

c

c

a

c

a

x

x

1

1

2

1

2

1


[image: image8.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

-

=

+

a

c

x

x

a

b

x

x

/

2

1

2

1

               По условию а + b + с = 0, откуда b = - а - с. Значит,

Получаем х1 = 1, х2 = c/a, что и требовалось доказать. 
Теорема 2. Если a - b + с = 0, или b = а + с, то х1 = - 1, x2= -c/a
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Доказательство. По теореме Виета

По условию а - b + с = 0, откуда b = а + с. Таким образом,
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                                                т. е. х1 = - 1 и х2 = c/a, что и требовалось доказать.
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Пример 4. Решить уравнение 345х2 - 137х - 208 = 0. 
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Решение. Так как а + b + с = 0 (345 - 137 - 208 = 0), то 

Ответ:  х=1; х=
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Пример 5. Решить уравнение 132x2 – 247x + 115 = 0.
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Решение .Так как а + b + с = 0 (132 - 247 + 115 = 0), то                           .

Ответ:
Графический способ решения квадратного уравнения
Если в уравнении x2+px+q = 0 перенести второй и третий члены в правую часть,
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то получим  х2 = - рх - q. Введем функции                    и                           В одной системе координат построим графики этих функций. График первой функции - парабола, проходящая через начало координат. График второй функции - прямая (рис. 1).
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Возможны следующие случаи:
- прямая и парабола могут пересекаться в двух точках, абсциссы точек пересечения

являются корнями квадратного уравнения;

-  прямая и парабола могут касаться (только одна общая точка), т. е. уравнение имеет одно решение;

- прямая и парабола не имеют общих точек, т. е. квадратное уравнение не имеет корней.
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Пример 6. Решим графически уравнение х2 – 3x - 4 = 0 (рис. 2).
Решение. Запишем уравнение в виде 
x2 = 3x + 4.
  Построим параболу у = х2 и прямую у = 3x + 4. Прямую у = Зх + 4 можно построить по двум точкам М(0; 4) и  (3; 13). Прямая и парабола пересекаются в двух точках А и В с абсциссами х1 = - 1 и х2 = 4.
Пример 7. Решите графически уравнение  х2 – 2х + 5 = 0.
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                                                      Решение. Построим параболу y=x2  и прямую y = 2x – 5 в одной системе координат.  
Прямую построим по двум точкам M(0; -5) и N(2,5; 0).     Прямая и парабола не имеют общих точек пересечения. Данное уравнение корней не имеет.

Ответ: корней нет.  
      Ввиду того, что построение графиков, как правило, вызывает затруднения  у учащихся и дает результаты, требующие проверки, этот способ применяется  в школьной практике редко.

Решение квадратных уравнений с помощью циркуля и линейки
Проблема: по данным действительным коэффициентам a, b и c уравнения  ax2 + bx +c = 0 определить радиус и координаты центра окружности, пересекающей ось Ох в точках, абсциссы которых являются корнями данного уравнения (a ≠ 0).  На созданной компьютерной презентации наглядно представлен этот способ решения квадратного уравнения.
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Способ нахождения корней квадратного уравнения

ax2 + bx +c = 0

с помощью циркуля и линейки

1.Выберем систему координат.

2.Построим точки S (- ;         ) – центр

окружности и А(0;1).

3.Проведем окружность радиусом SA.
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Очевидно, что этот красивый способ практически не приме- няется из-за геометрических построений и последующей проверки результатов  реше- ния.
            Решения квадратных  уравнений с помощью номограммы
Это старый и незаслуженно забытый способ решения квадратных уравнений.

Он описан в книге Брадиса В.М. «Четырехзначные  математические таблицы» 
Геометрический способ решения квадратных  уравнений
В древности, когда геометрия была более развита, чем алгебра, квадратные уравнения решали не алгебраически, а геометрически.
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 Вот пример, ставший знаменитым, из «Алгебры» ал - Хорезми: х2 +10х = 39.        В оригинале эта задача формулируется следующим образом: «Квадрат и десять корней равны 39». На сторонах квадрата со стороной х строятся прямоугольники так, что другая сторона каждого из них равна  2,5.Площадь каждого прямоугольника равна   2,5х. Полученную фигуру дополняют до нового квадрата, достраивая в углах четыре равных квадрата, сторона каждого из них равна 2,5 , а площадь 6,25. Площадь квадрата можно представить как сумму площадей: первоначального х2, четырех прямоугольников  

(                        ),  т.е. S=x2 + 10x +25.  Заменяя  х2 + 10х числом 39, получим  S = 39 + 25 = =64, откуда следует, что сторона квадрата АВСD, т.е. отрезок АВ = 8. Для  искомой стороны х первоначального квадрата получим х = 8 - 2,5 - 2,5 = 3.
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Слайд из созданной презентации, демонстрирующий описанный выше способ решения квадратного уравнения. В презентации показано, как квадратные уравнения решали древние греки.
            Анализ способов решения полных квадратных уравнений
Сделаем анализ найденных десяти способов и  выполним классификацию способов решения квадратных уравнений по следующим признакам: сложность решения;

рациональные методы решения; практическое применение. 

На основании опроса одноклассников установлено, что наиболее сложными оказались следующие способы: разложение левой части уравнения на множители, метод выделения полного квадрата. Рациональные методы решения: решение квадратных уравнений по формуле, решение уравнений с использованием теоремы Виета (когда коэффициенты небольшие числа) применение свойств коэффициентов квадратного уравнения (особенно, когда коэффициенты большие числа). Практического применения  не имеют способы: решение квадратных уравнений с помощью циркуля и линейки, геометрический способ решения квадратных  уравнений. Крайне редко применяется графический способ решения квадратного уравнения. Никогда раньше не слышали о способах: с помощью номограммы и о решение уравнений способом «переброски». Хотя последний способ вызвал интерес у учеников.
Заключение
В результате выполнения работы были  изучены способы решения  квадратных уравнений разными способами: 
1.разложение левой части уравнения на множители, 

2.метод выделения полного квадрата, 
3.решение квадратных уравнений по формуле, 

4.решение уравнений с использованием теоремы Виета (прямой и обратной), 

5.решение уравнений способом «переброски», 

6.применение свойств коэффициентов квадратного уравнения, 

7.графический способ решения квадратного уравнения, 

8.решение квадратных уравнений с помощью циркуля и линейки, 

9.решения квадратных  уравнений с помощью номограммы, 

   10.геометрический способ решения квадратных  уравнений.
 На основании опроса учеников сделан анализ найденных способов и  установлено, что наиболее применяемы методы: решение квадратных уравнений по формуле и с использованием теоремы Виета. Практического применения не имеют способы: решение квадратных уравнений с помощью циркуля и линейки, геометрический способ решения квадратных  уравнений, графический способ решения квадратного уравнения.
Изучение данного вопроса позволило мне компенсировать недостаточность знаний по квадратным уравнениям. 
При изучении темы «Квадратные уравнения» в 8 классе учениками нашего класса и  членами кружка «Я -исследователь»  был создан учебный проект «Наш вечный спутник - квадратное уравнение», частью которого  является компьютерная презентация «Десять способов решения квадратного уравнения». Фрагменты    этой презентации использовались при изучении программного материала по теме и на элективных курсах в 9 классе.
Перспективы работы: установить при решении каких уравнений применяются квадратные уравнения. Это  направление дальнейшего исследования.
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На сторонах квадрата со стороной х строятся прямоугольники так, что другая сторона каждого из них равна      .Площадь каждого прямоугольника равна     х. Полученную фигуру дополняют до нового квадрата, достраивая в углах четыре равных квадрата, сторона каждого из них равна      ,а площадь       .
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Cлучай первый. 

Радиус окружности больше ординаты центра.
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     Cлучай второй.          Радиус окружности равен ординате центра.
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Х1,2 = -

b

2a

Окружность касается 

оси Ох в точке В(х1;0).

Уравнение имеет равные

действительные корни,

равные абсциссе точки касания.








_1290883566.ppt


Случай третий.

 Радиус окружности меньше ординаты центра окружности. Окружность не имеет общих точек с осью Ох.
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          В этом случае уравнение имеет комплексные и сопряженные корни:

Х1,2 = -

b

2a

±



4ac – b2

2a

        Вещественная (действительная часть) комплексного корня выражается длиной отрезка ОВ = - в/(2а) – абсцисса центра окружности



      Абсолютная величина коэффициента мнимой   части   выражается    длиной отрезка касательной ВС.
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