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6)  Заключение
Цель: Показать важность теоремы Пифагора и ее применение на практике.
Задачи:
1. Рассмотреть классические и малоизвестные доказательства теоремы.

2. Познакомиться с историей открытия теоремы.
3. Изучить области применения теоремы.
4. Сделать выводы о значении теоремы Пифагора.
Введение
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На протяжении многих лет людей интересовал вопрос о теореме Пифагора и о различных способах её доказательства. 

Причина такой популярности теоремы: это простота, красота и широкая значимость.

 В современных школьных учебниках рассматриваются традиционные доказательства теоремы Пифагора. Это - алгебраическое доказательство, основанное на площади (применяется в учебнике «Геометрия 7-9»,Л. С. Атанасян), доказательство Евклида (рассматривается в учебнике «Геометрия: Учебник для 6-9 классов средней школы», А.П.Киселёв). Постепенно, появлялись новые способы доказательства теоремы…
Пифагор и его последователи – пифагорейцы – образовали тайный союз, игравший немалую роль в жизни греческих колоний в Италии. 

 В его школе были подробно рассмотрены пифагоровы тройки натуральных чисел, у которых квадрат одного равнялся сумме квадратов двух других.

 Естественно, что геометрия у Пифагора была подчинена арифметике, это ярко проявилось в теореме, носящей его имя и ставшей в дальнейшем основой применения численных методов в геометрии. 

Пифагору приписывают систематическое введение доказательств в геометрию, создание планиметрии прямолинейных фигур, учение о подобии. С именем Пифагора связывают учение об арифметических, геометрических и гармонических пропорциях.
Пифагорейцами было сделано много важных открытий в арифметике и геометрии, в том числе:
· теорема о сумме внутренних углов треугольника;
· построение правильных многоугольников и деление плоскости   на некоторые из них;                                                
· геометрические способы решения квадратных уравнений;
· деление чисел на чётные и нечётные, простые и составные; введение фигурных, совершенных и дружественных чисел;
· доказательство того, что корень из 2 не является рациональным числом;
· создание математической теории музыки и учения об арифметических, геометрических и гармонических пропорциях  и многое другое.
                         Биография Пифагора

Великий ученый Пифагор родился около 570 г. до н.э. на острове Самосе. Отцом Пифагора был Мнесарх - резчик по драгоценным камням. Имя же матери Пифагора не известно. По многим античным свидетельствам, родившийся мальчик был сказочно красив, а вскоре проявил и свои незаурядные способности. Среди учителей юного Пифагора традиция называет имена старца Гермодаманта и Ферекида Сиросского. Целые дни проводил юный Пифагор у ног старца Гермодаманта, внимая мелодии кифары и гекзаметрам Гомера. Ферекид же был философом и считался основателем италийской школы философии. Ферекид направил взор Пифагора к природе и в ней одной советовал видеть своего первого и главного учителя. Но как бы, то ни было, неугомонному воображению юного Пифагора очень скоро стало тесно на маленьком Самосе, и он отправился в Милет, где встретился с другим великим ученым – Фалесом, который посоветовал ему отправиться за знаниями в Египет, что Пифагор и сделал. За всю свою жизнь Пифагор также побывал в Навкратисе (самосской колонии), где изучил язык и религию египтян. В Кротоне Пифагор учредил нечто вроде религиозно-этического братства или тайного монашеского ордена («пифагорейцы»), члены которого обязывались вести так называемый пифагорейский образ жизни. Это был одновременно и религиозный союз, и политический клуб, и научное общество. Многие из проповедуемых Пифагором принципов достойны подражания и сейчас.

Знакомство с теоремой

Долгое время считали, что до Пифагора эта теорема не была известна. В настоящее время установлено, что эта величайшая теорема встречается в вавилонских текстах, написанных за 1200 лет до Пифагора.

 Открытие теоремы Пифагором окружено ореолом красивых легенд. Прокл, комментируя последнее предложение первой книги «Начал» Евклида, пишет: «Если послушать тех, кто любит повторять древние легенды, то придется сказать, что эта теорема восходит к Пифагору; рассказывают, что он в честь этого открытия принес в жертву быка». И хотя еще Цицерон заметил, что всякое пролитие крови было чуждо уставу пифагорейского ордена, легенда эта прочно срослась с теоремой Пифагора и через две тысячи лет продолжала вызывать горячие отклики. 

Сегодня теорема Пифагора обнаружена в различных частных задачах и чертежах: и в египетском треугольнике в папирусе времен фараона Аменемхета первого (ок. 2000 до н.э.), и в вавилонских клинописных табличках эпохи царя Хаммурапи (XVIII в. до н.э.), и в древнеиндийском геометрическо-теологическом трактате VII —V вв. до н.э. «Сульва сутра» («Правила веревки»).

 В древнейшем китайском трактате «Чжоу-би суань цзинь»,  время создания которого точно не известно, утверждается, что в XII в. до н. э. китайцы знали свойства египетского треугольника,  а к VI в. до н.э. - и общий вид теоремы. 
Несмотря на все это, имя Пифагора столь прочно сплавилось с теоремой Пифагора, что сейчас просто невозможно представить, что это словосочетание распадется. То же относится и к легенде о заклании быков Пифагором. Да и вряд ли нужно препарировать историко-математическим скальпелем красивые древние предания. 
Сегодня принято считать, что Пифагор дал первое доказательство носящей его имя теоремы. Увы, от этого доказательства также не сохранилось никаких следов.
ПРОСТЕЙШЕЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО:
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рис.1

«Квадрат, построенный на гипотенузе прямоугольного треугольника, равновелик сумме квадратов, построенных на его катетах».

Простейшее доказательство теоремы получается в простейшем случае равнобедренного прямоугольного треугольника. Вероятно, с него и начиналась теорема. В самом деле, достаточно посмотреть на мозаику равнобедренных прямоугольных треугольников (рис.1), чтобы убедиться в справедливости теоремы.

 Например,  для такого треугольника АВС: квадрат, построенный на гипотенузе АС, содержит 4 исходных треугольника, а квадраты, построенные на катетах, - по 2. Теорема доказана.

Различные способы доказательства теоремы
1) ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЕВКЛИДА:
Данное доказательство приведено в предложении 47 первой книги «Начал» Евклида. 

На гипотенузе и катетах прямоугольного треугольника АВС строятся соответствующие квадраты (рис. 2) и доказывается, что прямоугольник BJLD равновелик квадрату ABFH, а прямоугольник JCEL — квадрату АСКG. Тогда сумма квадратов на катетах будет равна квадрату на гипотенузе. 
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рис.2

  В самом деле, на рис. 2 треугольники ABD и BFC равны по двум сторонам и углу между ними: FB=AB, BC=BD и 
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FBC=
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FBA+
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ABC=
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ABD. 
  Но SABD =
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 SBJLD, так как у треугольника ABD и прямоугольника BJLD общее основание BD и общая высота LD. 
  Аналогично SFBC= 
[image: image8.wmf]2
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 SABFH (BF—общее основание, АВ—общая высота). 
  Отсюда, учитывая, что SABD=SFBC , имеем SBJLD= SABFH. Аналогично, используя равенство треугольников ВСК и АСЕ, доказывается, что SJCEL=SACKG. 
  Итак, SABFH+SACKG=SBJLD+SJCEL= SBCED , что и требовалось доказать. 
  Доказательство Евклида в сравнении с древнекитайским или древнеиндийским выглядит чрезмерно сложным. По этой причине его нередко называли «ходульным» и «надуманным».
  Но такое мнение поверхностно. Теорема Пифагора у Евклида является заключительным звеном в цепи предложений 1-й книги «Начал». Для того чтобы логически безупречно построить эту цепь, чтобы каждый шаг доказательства был основан на ранее доказанных предложениях, Евклиду нужен был именно выбранный им путь.
2) АЛГЕБРАИЧЕСКОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ ПИФАГОРА:
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Рис.3
Пусть Т— прямоугольный треугольник с катетами а, b и гипотенузой с (рис. 3, а). 

Докажем, что с2 = а2 + Ь2.

Построим квадрат Q со стороной  а + Ь (рис. 3, б). На сторонах квадрата Q возьмем точки А, В, С, D так, чтобы отрезки АВ, ВС, CD, DA отсекали от квадрата Q прямоугольные треугольники Т1, Т2, Т3, Т4 с катетами а и b. Четырехугольник ABCD обозначим буквой Р. Покажем, что Р — квадрат со стороной с.

Все треугольники Т1, Т2, Т3, Т4 равны треугольнику Т (по двум катетам). Поэтому их гипотенузы равны гипотенузе треугольника Т, т. е. отрезку с. Докажем, что все углы этого четырехугольника прямые.
 Пусть β и δ - величины острых углов треугольника Т. Тогда, как вам известно, β + δ = 90°. Угол γ при вершине В четырехугольника Р вместе с углами, равными β и δ, составляет развернутый угол. Поэтому β + δ +γ =180°. И так как β + δ = 90°, то γ = 90°. Точно так же доказывается, что и остальные углы четырехугольника Р прямые. Следовательно, четырехугольник Р — квадрат со стороной с. 
Квадрат Q со стороной а+Ь слагается из квадрата Р со стороной с и четырех треугольников, равных треугольнику Т. Поэтому для их площадей выполняется равенство S(Q)=S(P)+4S(T) .
Так как S(Q)=(a+b)2 ; S(P)=c2 и S(T)=
[image: image10.wmf]2
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ab, то, подставляя эти выражения в S(Q)=S(P)+4S(T), получаем равенство 
(a+b)2 =c2+4·
[image: image11.wmf]2
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ab. Поскольку(a+b)2=a2+b2+2ab,то равенство (a+b)2=c2+4·
[image: image12.wmf]2
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ab можно записать так: a2+b2+2ab = c2+2ab. Следовательно,  с2=а2+Ь2. 
3)ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ ПИФАГОРА ЧЕРЕЗ КОСИНУС УГЛА:
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рис.4

  Докажем, что  АВ2 = АС2+ВС2.

Пусть АВС — данный прямоугольный треугольник с прямым углом С. Проведем высоту CD из вершины прямого угла С (рис. 4).

По определению косинуса угла (Косинусом острого угла прямоугольного треугольника называется отношение прилежащего катета к гипотенузе) 

соs А=
[image: image14.wmf]АС

АД

=
[image: image15.wmf]АВ

АС

. Отсюда AB· AD=AC2. Аналогично 

соs В=
[image: image16.wmf]ВС

ВД

=
[image: image17.wmf]АВ

ВС

. Отсюда AB· BD=ВС2. 
Складывая полученные равенства почленно, и замечая, что AD+DB=AB, получим:

AB· AD + AB· BD = AC2 + ВС2
  АВ· (AD + DB) = АС2+ВС2 
  АВ2 = АС2+ВС2.
4) ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ХОУКИНСА:
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 рис. 5

Приведем еще одно доказательство, которое имеет вычислительный характер, однако сильно отличается от всех предыдущих. Оно опубликовано англичанином Хоукинсом в 1909 году; было ли оно известно до этого - трудно сказать.

Прямоугольный треугольник ABC с прямым углом C и катетами СА = b и СВ = α, повернем на 90° так, чтобы он занял положение A'CB'. Продолжим гипотенузу A'В' за точку A' до пересечения с линией АВ в точке D. Отрезок В'D будет высотой треугольника В'АВ. Рассмотрим теперь заштрихованный четырехугольник A'АВ'В . Его можно разложить на два равнобедренных треугольника САA' и СВВ' (или на два треугольника A'В'А и A'В'В).

  SCAA' = 
[image: image19.wmf]2
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b²
SCBB' = 
[image: image20.wmf]2

1

a²
SA'AB'B = 
[image: image21.wmf]2

1

(a²+b²)
Треугольники A'В'А и A'В'В имеют общее основание с и высоты DA и DB, поэтому:

SA'AB'B = c· 
[image: image22.wmf]2
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DA+ c· 
[image: image23.wmf]2
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DB = c · 
[image: image24.wmf]2
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(DA+DB) = 
[image: image25.wmf]2
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c²
Сравнивая два полученных выражения для площади, получим:

a² + b² = c².
5)ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО МЕТОДОМ ГАРФИЛДА:
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рис. 6 

Дано: ABC-прямоугольный треугольник

Доказать: BC2=AB2+AC2

Доказательство:

1) Построим отрезок CD равный отрезку AB на продолжении катета AC прямоугольного треугольника ABC. Затем опустим перпендикуляр ED к отрезку AD, равный отрезку AC, соединим точки B и E. 

2) Площадь фигуры ABED можно найти, если рассматривать её как сумму площадей трёх треугольников: 

SABED = 2· 
[image: image27.wmf]2
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· AB· AC + 
[image: image28.wmf]2

1

BC2
3) Фигура ABED является трапецией, значит, её площадь равна: 

SABED = 
[image: image29.wmf]2
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(ДЕ + АВ)·АД
4) Если приравнять правые части найденных выражений, то получим: 

AB· AC + 
[image: image30.wmf]2
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BC2 = 
[image: image31.wmf]2
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(ДЕ + АВ)·АД
   AB· AC + 
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BC2 = 
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(ДЕ + АВ)· (АС + СД)

AB· AC + 
[image: image34.wmf]2
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BC2 = 
[image: image35.wmf]2
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(AC+AB)2
AB· AC + 
[image: image36.wmf]2
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BC2 = 
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AC2 + 
[image: image38.wmf]2
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AB2 + AB· AC
BC2=AB2+AC2.

6)ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ ИНДИЙСКИМ МАТЕМАТИКОМ БХАСКАРИ-АЧАРНА:

На рисунке 7 изображен квадрат с выделенными на нем четырьмя равными прямоугольными треугольниками. Именно из такого рисунка исходил в своем доказательстве в XII веке индийский математик Бхаскари-Ачарна. 
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рис. 7

Пусть сторона большого квадрата (она же — гипотенуза прямоугольного треугольника) равна с. Пусть также два его катета равны соответственно a и b. Тогда, в согласии с чертежом, (a − b)2 + 
[image: image40.wmf]2
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(4ab) = с2, то есть с2 = a2 + b2. Следовательно, если треугольник прямоугольный, то сумма квадратов его катетов действительно равна квадрату гипотенузы.
Применение теоремы в практической жизни
Область применения теоремы достаточно обширна. Определим возможности, которые дает теорема Пифагора для вычисления длин отрезков некоторых фигур на плоскости:

Диагональ d квадрата со стороной а можно рассматривать как гипотенузу прямоугольного равнобедренного треугольника с катетом а.

Таким образом, d = 2 a².

Теорема Пифагора также применяется в литературе, мобильной связи, архитектуре (индийцы, например, использовали её для построения алтарей, которые по священному предписанию должны иметь геометрическую форму, ориентированную относительно четырех сторон горизонта), а также в астрономии. В конце XIX века высказывались разнообразные предположения о существовании обитателей Марса подобных человеку. Вопрос о том, можно ли с помощью световых сигналов объясняться с этими гипотетическими существами, вызвал оживленную дискуссию. Парижской академией наук была даже установлена премия в 100000 франков тому, кто первый установит связь с каким-нибудь обитателем другого небесного тела; эта премия все еще ждет счастливца. В шутку, хотя и не совсем безосновательно, было решено передать обитателям Марса сигнал в виде теоремы Пифагора. Неизвестно, как это сделать, но очевидно, что математический факт, выражаемый теоремой Пифагора, имеет место всюду и поэтому похожие на нас обитатели другого мира должны понять такой сигнал. Представляет интерес  древняя задача: 
[image: image41.png]


 индийского математика XII века Бхаскары 
На берегу реки рос тополь одинокий.
Вдруг ветра порыв его ствол надломал.
Бедный тополь упал. И угол прямой
С теченьем реки его ствол составлял.                                                        
Запомни теперь, что в этом месте река
В четыре лишь фута была широка
Верхушка склонилась у края реки.
Осталось три фута всего от ствола,
Прошу тебя, скоро теперь мне скажи:
У тополя как велика высота?»

Задача из учебника Леонтия Магницкого «Арифметика»:
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Задача: «Случися некому человеку к стене лестницу прибрати, стены же тоя высота есть 117 стоп. И обреете лестницу долготью 125 стоп.  И ведати хочет, колико стоп сея лестницы нижний конец от стены отстояти имать.»

Задача о креплении мачты:    
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Для крепления мачты нужно установить 4 троса. Один конец каждого троса должен крепиться на высоте 12 м, другой на земле на расстоянии 5 м от мачты. Хватит ли 50 м троса для крепления мачты?

   ПИФАГОРОВЫ ТРОЙКИ: 
Пифагоровы тройки – это наборы из трёх натуральных чисел (x, y, z), из которых сумма квадратов двух чисел равна квадрату третьего числа (x2 + y2 = z2 ). В школьной программе пифагоровы тройки не изучаются, появляясь лишь как любопытный частный случай при рассмотрении прямоугольных треугольников. Между тем, пифагоровы тройки являются объектом теории чисел. 
Поскольку уравнение x2 + y2 = z2 однородно, при домножении x, y и z на одно и то же число, получится другая пифагорова тройка. Пифагорова тройка называется примитивной, если она не может быть получена таким способом, то есть x, y, z — взаимно простые числа. Треугольник, стороны которого равны пифагоровым числам, является прямоугольным. Простейший из них — египетский треугольник со сторонами 3, 4 и 5 (9 + 16 = 25).

Некоторые Пифагоровы тройки: 

(3, 4, 5), (6, 8, 10), (5, 12, 13), (9, 12, 15), (8, 15, 17), (12, 16, 20), (15, 20, 25), (7, 24, 25), (10, 24, 26), (20, 21, 29), (18, 24, 30), (10, 30, 34), (21, 28, 35), (12, 35, 37), (15, 36, 39), (24, 32, 40), (9, 40, 41), (27, 35, 45), (14, 48, 50), (30, 40, 50)…

Пифагоровы тройки имеют важное значение в геометрии. В настоящее время знание их необходимо при решении многих математических задач.
Заключение
В заключении еще раз хочется сказать о важности теоремы. В наши дни теорема Пифагора очень важна и актуальна. И несущественно то, что она была известна за много веков до Пифагора, важно то, что Пифагор выделил её, дополнив собственными исследованиями, повысив значимость в мире математических открытий. 
Теорема применяется в геометрии на каждом шагу. Из неё или с её помощью можно вывести большинство теорем геометрии. Всего известно около 500 различных доказательств теоремы Пифагора. Это говорит о неослабевающем интересе к ней со стороны широкой математической общественности. 
Теорема Пифагора продолжает оставаться живительным источником красоты, совершенства и творчества для новых и новых поколений. Несмотря на то что, суть теоремы проста и изящна, но было бы ошибкой думать, что в плане её содержания не осталось места для каких-то новых исследований. 
Результатом одного из таких исследований являются Пифагоровы тройки - наборы из трёх натуральных чисел, из которых сумма квадратов двух чисел равна квадрату третьего числа. Сейчас уже найдены стороны 50-го «пифабедренного» треугольника (первый, египетский со сторонами 3, 4 и 5 всем известен), значения которых очень велики. 
Теорема Пифагора послужила источником для множества обобщений и плодородных идей. Глубина этой древней истины, по-видимому, далеко не исчерпана.

К сожалению, невозможно привести все или даже самые красивые доказательства теоремы, однако хочется надеяться, что приведенные примеры убедительно свидетельствуют об огромном интересе, проявляемом по отношению к теореме Пифагора.

В заключение приведу шуточное стихотворение о важнейшей теореме геометрии - теореме Пифагора:

Если дан нам треугольник

И притом с прямым углом,

То квадрат гипотенузы

Мы всегда легко найдём:

Катеты в квадрат возводим,

Сумму степеней находим – 

И таким простым путём

К результату мы придём.
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