1.Введение.

На основе изученной литературы, касающейся пифагоровых троек, в работе рассмотрен ряд вопросов связанных с их применением при  изучении раздела алгебры « Тригонометрия». Описан не стандартный способ решения задач с использованием  основных определений и понятий курса геометрии  и алгебры, что позволяет быстро и качественно решать задачи предложенные выпускникам школ на экзаменах.

2.Пифагорейский союз.

Представителями большой научно-философской школы, возникшей ок. 530 г. до н.э., были пифагорейцы, называвшие себя в честь философа, мистика и политического деятеля Пифагора (ок. 570 – ок 500 гг. до н.э.). Пифагорейцы в противовес софистам подчеркивали реальность изменений и стремились, найти в природе и обществе неизменное. Для этого они изучали геометрию, арифметику, астрономию и музыку – так называемый «квадривиум». Позднее, в 360 г. до н.э., Платон, сформулировав идеалы рабовладельческой аристократии, предписал для нее обязательное изучение «квадривиума» для Понимания законов Вселенной и умения управлять народом.

Пифагорейский союз был чем-то вроде тайного религиозно-этического братства. Его члены были обязаны вести пифагорейский образ жизни, включавший в себя вместе с системой аскетических предписаний и табу обязательные научные занятия. Результаты этих научных изысканий традиционно приписывались Пифагору.

Результаты научных исследований пифагорейцы держали в секрете, и лишь несчастный случай привел к разглашению этой тайны. По преданию, один из пифагорейцев потерял деньги общины. После этого несчастному было позволено зарабатывать деньги преподаванием геометрии. А геометрия получила название «Предание Пифагора». Вполне вероятно, что в то время существовала книга с таким же названием.

Сам Пифагор – личность весьма противоречивая и загадочная. Известно, что еще юношей Пифагор покинул родной остров, много путешествовал, двенадцать лет учился у египетских мудрецов, десять лет жил в Вавилоне, говорят, что был в Индии. Вернувшись в зрелом возрасте на остров Самос, Пифагор застал там правителем знаменитого тирана Поликрата. По свидетельству античного автора, «свободный человек не мог с достоинством переносить произвол и деспотизм», и Пифагор покидает остров. Через некоторое время Пифагор, окруженный свитой учеников, появляется в Кротоне на юге Италии, выступая в роли проповедника и пророка. В Кротоне был образован пифагорейский союз.

Выступая в городе в качестве не только пророка, но и политического деятеля, с явно выраженными антидемократическими настроениями, Пифагор и его школа втянули жителей Кротона в многолетнюю междоусобную войну. В результате пифагорейцы были изгнаны из города, а в других городах южной Италии против пифагорейцев поднялось восстание. Сам Пифагор был убит в одной из уличных схваток. Пифагорейский союз распался, но и после этого многие ученые античности называли себя пифагорейцами. Поскольку до нас не дошли не только сами сочинения Пифагора, но даже их переложения другими авторами, то отделить творчество Пифагора от результатов его учеников сейчас невозможно.

В геометрии пифагорейцев привлекали, прежде всего, свойства фигур, которые могут быть выражены числовыми соотношениями. Поэтому в особом почете оказалось соотношение между сторонами в прямоугольном треугольнике, которое вошло в науку как теорема Пифагора. О том, что это соотношение приписывается Пифагору, сообщает только Прокл, причем сам относится к этому с недоверием. Он же пишет о предании, что в знак благодарности за доказательство этой теоремы Пифагор принес в жертву богам 100 быков.

Вполне возможно, что ее первое доказательство действительно принадлежит школе Пифагора или даже ему самому, но это соотношение было известно и в Вавилоне времен царя Хаммурапи, и в Древнем Китае задолго до Пифагора. Пифагорейцам были известны некоторые свойства правильных многоугольников и правильных многогранников. Они показали, как заполнить плоскость правильными треугольниками, шестиугольниками, квадратами, умели с помощью циркуля и линейки построить не только правильные треугольник, четырехугольник, шестиугольник, но и пятиугольник и десятиугольник. Последние две фигуры были нужны пифагорейцам для построения пятиконечной звезды – пентаграммы – служившей символом школы Пифагора. С пентаграммой связана легенда о том, как один из пифагорейцев по изображенной на дверях дома пятиконечной звезде нашел место, где после продолжительной болезни умер его соратник.  После чего хозяин дома в знак благодарности за заботу о больном человеке был щедро вознагражден. Древнеиндийская геометрия имела ярко выраженный практический характер и была тесно связана как с повседневными потребностями, так и с религиозными обрядами, в частности с культом жертвоприношения. В части дошедших до нас под названием «Сульва-сутра» («Правила веревки») священных древнеиндийских книг излагаются свойства фигур, связанных с построением алтарей-жертвенников. В настоящее время известно три книги «Сульва-сутра», авторами которых считаются Бодгойана (или Бодгоя-на, VI-VII в. до н.э.), Катиайана (или Катияна, IV-V в. до н.э.) и Апастамба (IV-V в. до н.э.).

В этих книгах встречаются описания вычисления площадей, построения квадрата по данной его стороне, деление отрезка пополам, есть примеры практического применения подобия треугольников и теоремы Пифагора, которая имела следующую формулировку: «Квадрат диагонали прямоугольника равен сумме квадратов его большей и меньшей сторон. Квадрат на диагонали квадрата в два раза больше самого квадрата».

В «Сутрах» правила и приемы приводятся так же, как у египтян и вавилонян, без каких-либо объяснений. Вот как выглядит «правило Катиайаны» для построения квадрата, равновеликого кругу: «Разделить диаметр на 15 равных частей и взять 13 таких частей для стороны квадрата, равного по площади данному кругу». А вот правило для построения прямого угла — перпендикуляра к направлению жертвенника: «К концам отрезка длиной 39 прикрепим концы веревки длиной 51 с узлом на расстоянии 15 от одного из концов; держа за узел и, подтянув веревку, получим прямой угол». Кроме приведенной выше, индийцы знали другие пифагоровы тройки, например, 8; 15; 17 и 12; 35; 37.

Древний Китай
Все сочинения, содержащие математические знания китайских ученых, дошли до нас от периода династии Хань (206-220 г. до н.э.), но в них содержится материал более раннего происхождения. Самое древнее китайское математико-астрономическое сочинение «Чжоу-би», написанное около 1100 г. до н.э., в первой главе содержит предложения, относящиеся к прямоугольному треугольнику, среди которых — и теорема Пифагора. В этом же сочинении содержится правило для определения площади круга: «Умножь диаметр сам на себя, раздели на четыре, возьми три раза».

Итогом всех математических знаний древних китайцев явля¬ется трактат «Математика в девяти книгах» (II в. до н.э.), составителем которого является Чжан Цан (ум. 152 г. до н.э.). Трактат содержит 264 задачи без пояснительных текстов.

В трактате «Математика в девяти книгах» первая книга названа «Измерение полей» и содержит задачи на вычисление площадей земельных участков различной геометрической формы. Среди приведенных фигур имеются треугольники, трапеции, прямоугольники, круги, круговые сегменты, сектора и кольца. Правила вычисления площадей прямолинейных фигур в основном совпадают с современными, но терминология еще несовершенна: вместо понятия «трапеция» употребляется название «косое поле», вместо «сегмента» — «поле в виде лука» и т.д. 

В пятой книге «Математики в девяти книгах» содержатся задачи на вычисление объемов крепостных стен, валов, плотин, каналов и других сооружений, и в связи с этим вычисляются объемы параллелепипеда, пирамиды, усеченной пирамиды, цилиндра. Из других письменных документов ученые делают предположение, что китайцы умели вычислять объем конуса и сферы, но достоверно сказать об этом сегодня не представляется возможным.Разумом многочисленных безвестных тружеников и мыслителей закладывался фундамент математической науки (рис. 1).


Рисунок 1. 

Девятая книга трактата имеет название «Гоу-гу» – так назывались катеты прямоугольного треугольника, причем гоу – вертикальный катет (в буквальном переводе – «крюк»), гу – горизонтальный катет («ребро», «связка»). Все 24 задачи этой главы решаются по правилу «гоу-гу», связывающему катеты и гипотенузу прямоугольного треугольника, то есть по теореме Пифагора. В летописях отмечается, что пифагорова тройка 3; 4; 5 была известна в Китае около 2200 г. до н.э. Прослеживая зарождение и становление геометрии, легко усмотреть поразительную близость 35, 37), (15, 36, 39), (24, 32, 40), (9, 40, 41), (14, 48, 50), (30, 40, 50), … математических сведений у различных народов, практически не общавшихся. Это сходство (как по форме, так и по содержанию) говорит об общности практических задач, породивших эти математические знания.

3. Теорема Пифагора и пифагоровы тройки.

Пусть a, b – катеты прямоугольного треугольника, с – его гипотенуза. Построим квадрат ABCD со стороной a+b и возьмем на его сторонах AB, BC, CD и DA такие точки E, F, G, H соответственно, что AE=BF=CG=DH=a (рисунок 1).
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Рисунок 2.

Иными словами от каждой из вершин  A, B, C, D откладывается по отрезку длины a в направлении к следующей вершине; «следующей» –  значит следующей в порядке ABCDA. Наш квадрат разбивается на четырехугольник EFGH и четыре прямоугольных треугольника: BFE, FCG, GDH, HAE. У каждого из треугольников один катет равен а, а другой b, значит все эти треугольники равны, так что угол AEH равен углу BFE. Гипотенуза равна с, а площадь треугольника есть ½*а*b. у четырехугольника HGFE длина каждой стороны равна с, так что это ромб. Кроме того, все его углы прямые, следовательно это квадрат со стороной с, его площадь равна 
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c

. Но сумма его площади и площадей четырех треугольников равна площади квадрата ABCD:
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Отсюда видно, что 
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С теоремой Пифагора связана арифметическая задача. Имеются такие тройки натуральных, т.е. целых положительных, чисел x, y, z, что 
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; их называют пифагоровыми тройками. 

В доказательстве данной теоремы использовали алгебраическую символику. Пифагорова тройка – это комбинация из трех целых чисел (x, y, z), удовлетворяющих соотношению Пифагора: 
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Поскольку уравнение 
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 однородно, при домножении x, y, z на одно и тоже число получится другая пифагорова тройка. Пифагорова тройка называется примитивной, если она не может быть получена таким способом, т.е. x, y, z – взаимно простые числа.

Треугольник, стороны которого равны пифагоровым числам, является прямоугольным. Кроме того, любой такой треугольник является героновым, т.е. таким, у которого все стороны и площадь являются целочисленными. Простейший из них – египетский треугольник со сторонами (3, 4, 5).

Учащимся предлагается составить ряд пифагоровых троек путем домножения чисел (3, 4, 5) на 2, на 3, на 4. учащиеся охотно справляются с этой задачей и получают ряд пифагоровых троек, отсортировывают их по возрастанию максимального числа, выделяют примитивные.

(3, 4, 5), (6, 8, 10), (5, 12, 13), (9, 12, 13), (8, 15, 17), (12, 16, 20), (15, 20, 25), (7, 24, 25), (10, 24, 26), (20, 21, 29), (18, 24, 30), (16, 30, 34), (21, 28, 35).

4.Алгоритмизация решения задач.

 Решим задачу.

Задача: известно, что 
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Решение: из формулы 
[image: image14.wmf]1

=

α

cos

+

α

sin

2

2

 выводим, что:


[image: image15.wmf])

α

cos

-

1

(

±

=

α

sin

2

. Так как α является углом  I четверти, то его синус положителен, значит: 
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Так как α является углом  I четверти, то его косинус положителен, значит:
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Учитель: если сложить 
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, то на единичной окружности получим точки с рациональными координатами 
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, следовательно, числа (3, 4, 5), (5, 12, 13) задают пифагоровы тройки (рис. 1). 
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Рисунок 3.

Возникает вопрос, нельзя ли задачу и подобные ей решать быстрее. Можно ли выработать алгоритм решения задач и применять его в практическом отношении.

В процессе творческой работы вырабатывается алгоритм решения этих задач.

Необходимые требования:

1) знать, какие знаки синус, косинус, тангенс, котангенс имеют в каждой из четвертей координатной плоскости;

2) знать определение синуса, косинуса, тангенса и котангенса острого угла прямоугольного треугольника;

3) знать и уметь применять теорему Пифагора;

4) знать основные тригонометрические тождества, формулы сложения, формулы двойного угла, формулы половинного аргумента;
5) знать формулы приведения.

С учетом всех этих знаний учащимся предлагается заполнить таблицу (таблица 1). Ее нужно заполнять, следуя определению синуса, косинуса, тангенса и котангенса или с использованием теоремы Пифагора для точек с рациональными координатами. При этом постоянно необходимо помнить знаки синуса, косинуса, тангенса и котангенса в зависимости от их расположения в координатной плоскости. 

Таблица 1
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Таблица 2
Памятка применения пифагоровых троек
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Знак!

	(3, 4, 5), (6, 8, 10), (5, 12, 13), (9, 12, 13), (8, 15, 17), (12, 16, 20), (15, 20, 25), (7, 24, 25), (10, 24, 26), (20, 21, 29), (18, 24, 30), (16, 30, 34), (21, 28, 35), (12, 35, 37), (15, 36, 39), (24, 32, 40), (9, 40, 41), (14, 48, 50), (30, 40, 50), …


5. Универсальная подстановка .

1).Решим уравнение: 
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Разделим обе части этого уравнения на 5, т.е. 
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Так как 
[image: image62.wmf]1

=

)

5

3

(

+

)

5

4

(

2

2

, то существует такое число α, что 
[image: image63.wmf]5

4

=

α

sin

 

,

5

3

=

α

cos

. Поэтому уравнение имеет вид:
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          2).Решим неравенство:
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Так как существует α, для которого 
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. Поэтому, вынеся в левой части неравенства за скобки число 
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3).Решите уравнения (задание для самостоятельного решения):

а) 
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4). Решите неравенства:

а) 
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б) 
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5). Вычислите:

a) 
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b) 
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6. Система тренировочных задач к теме «Соотношения между тригонометрическими функциями одного и того же аргумента» в 10 классе. 1) Известно, что 
[image: image89.wmf]2

π

3
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α
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π

. Найдите:

a) sinα, если cosα = - 0,6;

b) tgα, если cosα = - 15/17;

c) ctgα, если sinα = - 12/13;
d) tgα, если sinα = - 9/41;
i) ctgα, если cosα = - 0,8
2) Найдите значение тригонометрических функций угла α, если известно, что:

a) sinα = 3/5, α – угол первой четверти;

b) cosα = 8/17, α – угол второй четверти;

c) ctgα = 9/40, α – угол третьей четверти; 

d) tgα = 7/24, α – угол четвертой четверти.

   7.Покрутимся вокруг задач.

1) Система тренировочных задач по теме «Формулы сложения»

a) зная, что sinα = 8/17, cosβ = 4/5, α и β – углы первой четверти, найдите значение выражения:
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b) зная, что α и β – углы второй четверти, sinα = 4/5, cosβ = - 15/17, найдите: 
[image: image91.wmf])
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2) Система тренировочных задач по теме «Формулы двойного угла»

a) Пусть sinα = 5/13, α – угол второй четверти. Найдите sin2α, cos2α, tg2α, ctg2α.

b) Известно, что tgα = ¾, α – угол третьей четверти. Найдите sin2α, cos2α, tg2α, ctg2α.

c) Известно, что 
[image: image92.wmf]41
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, 0 < α < π. Найдите sinα, cosα, tgα, ctgα.

d) Известно, что 
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, π < α < 2π. Найдите sinα, cosα, tgα.

e) Найдите tg(α + β), если известно что cosα = 3/5, cosβ = 7/25, где α и β – углы первой четверти.

8. Мы идем не ЕГЭ.

1) Найдите множество значений функции:

a) y = 5sin13x + 12cos3x

b) y = 6cos10x – 8sin10x

c) y = 8sin8x + 15cos8x +2

d) y = 9cos15x + 40sin15x -3

2) Найдите количество целых чисел, входящих в область значений функции:

a) y = 
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b) y = 
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3) Найдите значение выражения:

	a) 
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d) 
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e) 
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k) 
[image: image106.wmf]))
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l) 
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m) 
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4) Найдите наименьшее значение функции:

a) y = 
[image: image109.wmf]2
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b) 
[image: image110.wmf]4
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c) 
[image: image111.wmf]3
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5) Найдите значение выражения:

a) 1,5 – 3,4 cosx, если sinx = 15/17, x – угол первой четверти

b) tg(x + 7π) – cos(2x + π/2), если sinx = 0,6 и x – угол первой четверти

c) 2tg(x – 5π) + ctg(x + π/2), если cosx = 5/13 и  -π/2 < x < 0

d) 289cos2x, если sinx = -8/17, x – угол третьей четверти

e) 120sin2x, если sinx = 0,6 и x – угол второй четверти

f) 
[image: image112.wmf])

x

cos
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x

sin

2
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x

cos

2

2

2

, если cosx = - 0,8
g) 3sin(π + x)*cos(π- x) – 4sin(π – x)*cos(π + x), если sin2x = -0,6

h) sin2x, если ctgx = 4/3
i) 5sin(
[image: image113.wmf]2

π

3

-

x

) + 2cos(x + 3π), если cosx = 12/13

j) 3sin(x + 9π) + 4cos(x + 3π/2), если sinx = 0,6

k) 5tg(π/2 – x) + ctg(π – x), если tgx = 0,8

l) ctg(3π/2 + x) + 3tg(π +x), если tgx = 12/5

m) 3cos(π – 2x) – 
[image: image114.wmf])
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+

 

/2

π

(

tg

2

, если sinx = 0,8

n) tg2x, если tgx = 9/40

o) 
[image: image115.wmf]x

sin

2

, если cos2x = 0,6

p) ctg2x, если sinx = 5/13, x – угол второй четверти

q) 
[image: image116.wmf])

4

π

-

x

cos(

5

, если ctgx = 4/3, 0 ≤ x ≤ π/2
r) 1,2tgx*cos(π/2 – x), если cosx = 5/13

9.Коллективная работа.
Таблица №3

	№1

1. Перечислите пифагоровы тройки

2. Запишите основное тригонометрическое тождество

3. Найдите множество значений функции

y = 5sin13x + 12cos13x

4. Найдите значение выражения:

4tg(arccos
[image: image117.wmf]5

4

)
	№2
1. Сформулируйте теорему Пифагора.

2. Задайте точку с рациональными координатами на единичной окружности.

3. Найдите значение выражения:

1,5 – 3,4cosx, если sinx = 15/17, x – угол первой четверти

4. Найдите наибольшее значение функции:


[image: image118.wmf]2
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	№3

1. Перечислите основные тригонометрические тождества

2. Запишите пифагоровы тройки

3. Найдите значение выражения

cos(2arcsin
[image: image119.wmf]13

12

)

4. Вычислите

ctg2x, если tgx = 9/40
	№4
1. Запишите формулы сложения

2. Запишите область значений функции y = cosx.

3. Найдите значение выражения:

sin2x, если ctgx = 4/3.
4. Найдите значение выражения


[image: image120.wmf])
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	№5

1. Запишите формулы двойного угла.

2. Запишите область значения функции:

y = sinx

3. Вычислите:


[image: image121.wmf])

4

π

-

x

cos(

5

, если ctgx = 4/3, 0 ≤ x ≤ π/2
4. Найдите множество значений функции

y = 6cos10x – 8sin10x
	№6
1. Запишите формулы половинного аргумента.

2. Запишите универсальную подстановку

3. Вычислите:

cos(2arcsin
[image: image122.wmf]13

12

)

4. Найдите значение выражения:

tg(x + 7π) – cos(2x + π/2), если sinx = 0,6 и x – угол первой четверти
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