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Введение

«Теория без практики мертва или бесплодна,

практика без теории невозможна или пагубна.

Для теории нужны знания, для практики, 

сверх всего того и умения»
А.Н.Крылов
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Выбор темы нами не случаен. Многие задачи, рассматриваемые на уроках математики, сводятся к решению систем, в которых число уравнений и переменных равны и не превышают трех. А как решить систему, в которой число уравнений равно числу переменных, но больше трех или число переменных больше числа уравнений? Решив получить ответ на эти вопросы, мы начали работу по теме «Применение линейного программирования в организации железнодорожных перевозок».

Современная наука уделяет большое внимание вопросам планирования во всех отраслях производства, на транспорте, в сельском хозяйстве. 

Задача состоит в том, чтобы спланировать действия таким образом, чтобы они были наиболее эффективными, т.е. Наилучшим образом отвечали предъявленным требованиям. Чтобы поставленная задача оптимального планирования имела конкретный количественный характер, необходимо ввести критерий, оценивающий успешность, эффективность операции.

Правильный выбор критерия эффективности – это необходимое условие полезности исследования, применяемого для обоснования принятого решения.

Задача оптимального планирования будет заключаться в выборе такого способа организации действий, при котором критерий эффективности операции имел бы максимум или минимум. Например, задачи о перевозки грузов из одного пункта в другой необходимо решить таким способом, чтобы время перевозки грузов или затраченные материальные средства имели минимальные значения.

В последнее время находит все более широкое применение благодаря использованию ЭВМ – метод математического моделирования.

Суть математического моделирования заключается в следующем: 

определяются основные параметры, от которых зависит окончательный результата операции. Из них выбираются важнейшие. Затем определяются основные законы, которым подчиняются изменения основных параметров. Строится математическая модель исследуемого процесса. Результатом  моделирования являются количественные данные, которые используются для вычисления выбранных критериев эффективности, представляющих основу для принятия решения. Преимуществами метода математического моделирования являются:

1. Возможность многократного проведения исследований при самых различных начальных условиях.

2. Относительно низкая стоимость этого метода (она зависит от точности определения основных параметров и законов, которым подчиняется изучаемый процесс).

Одним из методов решения задач математического моделирования является линейное программирование.

Метод линейного программирования в настоящее время широко применяется в вопросах организации и планирования ряда тактических, оперативных и др. задач.

Впервые задача линейного программирования была поставлена в работе русского экономиста Толстого А.Н. (1930г.), а общий метод ее решения был разработан Канторовичем Л.В. (1936г.), за что он позднее был удостоен Нобелевской премии по экономике.

Решение каждой задачи сопровождается выбором определенной программы действий, отсюда название «программирование», а «линейное» связано с тем, что приходится решать систему линейных уравнений или неравенств. 

Целью работы было:

· изучить и проанализировать теоретический материал по теме;

· научиться составлять математические модели практических задач и решать их методом линейного программирования.

§1. Основная задача линейного программирования

Линейное программирование - это раздел математики, в котором рассматриваются методы решения следующей задачи.

Дана система п линейных уравнений с т неизвестными x1, x2,...xm: 
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a11x1 + а12х2 +...+ a2mxm = b1,

a21x1 + а22х2 +...+ a2mxm = b2,
............................................                                  (1.1.)

an1x1 + an2x2 + ...+ anmxm = bn,
и линейная функция этих переменных

           F=c1x1 + с2х2 +...+ cmxm                            (1.2.)

Требуется найти такое неотрицательное решение системы

          х1  ≥ 0, x2  ≥ 0,...xm  ≥  0, 

при котором функция F достигает своего минимального или максимального значения.

Функция F при этом называется целевой функцией, система уравнений (1.1.) называется ограничением задачи.

Любое решение системы ограничений (1.1.), для которого выполняются условия  

х1 ≥ 0, x2  ≥ 0,...xm  ≥ 0, называется допустимым решением задачи линейного программирования.

Допустимое решение, в котором целевая функция (1.2.) достигает максимального или минимального значения, называется оптимальным решением.

Замечание: Во многих задачах система ограничений задается в виде системы линейных неравенств. 
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а11х1 + а12х2 +... + a1nxm = b1,

a21x1 + а22х2 +...+ a2mxm = b2,
.............................................                                 (1.3.)

an1x1 + an2x2 + ...+ anmxm = bn,
Ее легко свести к системе типа (1.1.), если добавить в левую часть каждого неравенства неотрицательную переменную уi (I = 1,2,...n), равную разности между правой и левой частями каждого неравенства: 
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а11х1 + а12х2 +... + a1nxm + y1=b1,
a21x1 + а22х2 +...+ a2mxm + у2= b2,
...................................................                          (1.1.)

anlx1 + am2x2 +...+ anmxm+yn=bn
§2. Геометрический способ решения основной задачи линейного

программирования

Основную задачу линейного программирования можно решить геометрически, если число переменных величин на два больше, чем число уравнений (m – n = 2). В этом случае любые две переменные, например, x1и х2 будем считать свободными, а остальные (базисные) выразим через них, например:
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х3 = а31х1 + а32х2 + b3, 

х4 = a41x1 + а42х2 + b4,                              

………………………                       (2.1.)

xm = amlx, + am2x2 + bm.
Подставляя в линейную функцию (1.2.) эти выражения, получим: 

         F= с1х1 + с2х2 + с0                   (2.2.)

Так как все переменные в допустимом решении должны быть неотрицательными, то должны выполняться условия:
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x1 ≥ 0

х2 ≥ 0,

а31х1 + а32х2 + b3 ≥ 0,                        (2.3.)

a41x1 + а42х2+b4 ≥ 0,

…………………….

am1x1 + аm2х2 + bm ≥ 0.

Таким образом получаем задачу:

среди решений системы (2.3.) найти то, которое обращает в минимум (максимум) функцию (2.2.).

Уравнение ak1x1 + ak2x2 + bK = 0 на плоскости x10x2 определяет прямую, которая разбивает всю плоскость x10x2 на две полуплоскости, каждая из которых лежит по одну сторону от прямой. Сама прямая называется граничной и принадлежит обеим полуплоскостям.

Координаты точек, лежащих в одной полуплоскости, удовлетворяют неравенству ak1x1 + а k2x2 + bk = 0,

а координаты точек, лежащих в другой полуплоскости, удовлетворяют неравенству  ak1x1 + ak2x2 + bK = 0.

Поэтому системе неравенств (2.3.) удовлетворяет множество точек (x1,x2), лежащих в пересечении полуплоскостей, заданных неравенствами системы.

Пересечение конечного числа полуплоскостей является некоторой многоугольной областью D, которая называется областью допустимых решений системы, соответствующей задачи линейного программирования.

Геометрически область D допустимых решений системы основной задачи линейного программирования     представляет собой выпуклый многоугольник, ограниченный или неограниченный.

Задачу линейного программирования теперь можно сформулировать следующим образом. Среди всех точек области D найти ту, которая обращает в минимум (максимум) функцию F = с1х1+ с2х2 + с0.

Изобразим целевую функцию F на плоскости следующим образом. Пусть F сохраняет некоторое постоянное значение d1 : F= d1, т. е. с1х1 + с2х2 + c0 = d1.

Геометрически это прямая L с нормальным вектором 
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 {с1; с2}.

Заменив значение d1 на d2 получим уравнение другой прямой с тем же Рис.2

    нормальным вектором, т. е. прямую, параллельную первой прямой.

Следовательно, уравнение  c1x1 + c2x2 + c0 = d на плоскости определяет семейство

параллельных прямых, нормальных вектору 
[image: image2.wmf]n

{c1;c2}, который показывает направление возрастания функции F, в противоположном направлении функция F убывает.

Точкой, в которой целевая функция имеет минимум, будет та точка, в которой прямая L первый   раз   встречается   с   областью   D при перемещении L в направлении вектора 
[image: image3.wmf]n

 - это точка А (точка «входа»). Ее координаты и дают решение задачи.

Точкой максимума функции F будет та точка, в которой прямая L последний раз встречается с областью D (точка «выхода»).

На рисунке 1 изображен случай, когда решений задачи на максимум бесчисленное множество. Это все точки отрезка ВС (прямая L параллельна прямой ВС).

Случай, когда задача на максимум не имеет решения (максимум не достигается), изображен на рисунке 2. (В этом случае область D не ограничена).

На основании изучения и анализа теоретического материала по теме автор сделал выводы:

1. Решение основной задачи линейного программирования (ОЗЛП) не существует, если не существует области допустимых решений.

2. Если решение ОЗЛП существует, то оно не может лежать внутри области допустимых решений, а только на ее границе.

3. Решение ОЗЛП может быть не единственным.

4. Задача может не иметь решения, даже если область допустимых решений существует.

5. Оптимальное решение всегда достигается в одной из вершин многоугольника допустимых решений или на целой стороне.

Решение, лежащее в одной из вершин многоугольника допустимых решений называется опорным решением, а сама вершина - опорной или угловой точкой.

· 6. План решения задач линейного программирования:

· Условие задачи представить в виде таблицы, на основании которой составить систему ограничений задачи. 
a11x1 + a12x2 + ... + a1nxm + b ≥ 0, 

a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn + b ≥ 0,

………………………………….           

am1x1 + am2x2 + ... + anmxm + b ≥ 0.

          и функцию F= c1x1 + c2x2 + c0.

· Построить область решений системы ограничений – выпуклый многоугольник.

· Построить прямую, соответствующую целевой функции

           F=   с1х1 + с2х2 + с0, (для любого значения F) и вектор 
[image: image4.wmf]n

{c1;c2}.

· Параллельным переносом    прямой L в направлении вектора 
[image: image5.wmf]n

{c1;c2} найти точку «входа» (min) или точку «выхода» (max), найти координаты этой точки.  
· Вычислить значение целевой функции F.

· Указанный метод содержит в себе как элементы построения, так и аналитическое решение системы уравнений, поэтому называется графо​аналитическим.
§3. Транспортная задача


Транспортная задача исторически была одной из первых, для решения которых использовались методы линейного программирования. Эта задача состоит в том, что из конечного числа m складов необходимо поставить некоторые материалы к n потребителям так, чтобы стоимость доставки (задача по критерию стоимости), время доставки (задача по критерию времени) или время  и стоимость доставки одновременно (задача по критерию времени и стоимости доставки) были минимальны. Существуют так же транспортные  задачи с ограничениями по пропускной способности дорог и транспорта.

Транспортная задача по критерию стоимости.


На двух тепловозах ЧМ33-7107 и ЧМ33-3465 сосредоточено 40 и 30 цистерн топлива. Это топливо нужно доставить в три пункта назначения ст.Московка,ст.Входная и ст.Омск-Северный, причем, в каждый из них должно быть завезено соответственно 20, 35 и 15 цистерн. Стоимость перевозок одной цистерны топлива с электровоза ЧМ33-7107 в пункты назначения соответственно равны 5,6 и 8 условных денежных единиц, а с электровоза ЧМ33-3465  – 7, 3 и 11 денежных единиц. Требуется составить такой план перевозок, при котором их общая стоимость была бы  наименьшей.

Исходные данные представим в виде таблицы.
	Тепловозы
	Пункты назначения
	Состав локомотива


	
	Ст. Московка В1
	Ст. Входная В2
	Ст. Омск-Северный В3
	

	ЧМ33-7107

 А1
	5
	6
	8
	40

	
	х11=х1
	х12=х2
	х13=х3
	

	ЧМ 33-3465

А2
	7
	3
	11
	30

	
	х21=х4
	х22=х5
	х23=х6
	

	потребности
	20
	35
	15
	70


Обозначим хij количество цистерн, планируемых для доставки тепловозом Аi в пункт Вj (хij ≥ 0). Их удобно обозначить х1 - х6.

Можно предложить большое число планов перевозок, но при выборе любого из них должны выполняться условия:

х1+х2+х3=40,

х4+х5+х6=30, 

которые означают, что с любым тепловозом можно взять то количество вагонов, которое там имеется.

Условия:      х1+х4=20,

                    х2+х5=35,

                    х3+х6=15

означают, что потребитель полностью обеспечивается согласно заявке.

Суммарная стоимость перевозок любого выбранного плана определяется выражением:

F = 5x1 + 6x2 + 8x3 + 7x4 + 3x5 + 11x6. - целевая функция.

Математически задачу можно сформулировать так. Дана система линейных уравнений

x1 + x2 + x3 = 40,

x4 + x5 + x6 = 30,

x1 + x4 = 20,                                        (*)

x2 + x5 = 35,

x3 + x6 = 15.

Среди неотрицательных ее решений, нужно найти такое, которое обращает в минимум целевую функцию

F = 5x1 + 6х2 + 8х3 + 7х4 + Зх5 + 11х6. 
Второе уравнение системы есть следствие остальных, (если сложить три последних уравнения и вычесть первое, то получится второе уравнение, исключим его). Получаем систему ограничений: 
x1 + x2 + x3 = 40, 

x1 + x4 = 20,                                         

x2 + x5 = 35,

x3 + x6 = 15.

В системе четыре уравнения с шестью неизвестными. Решим задачу геометрическим способом.

Выберем 2 свободных неизвестных (6 - 4 = 2).

Пусть это будет x1 и х2 Выразим через них остальные (базисные) неизвестные и целевую функцию, получим 
x3 = 40 – x1 – x2,

x4 = 20 - x1,

x5 = 35 - x2,                                        (**)
x6 = -20 + x1 + x2 .
F = 5x1 + 6x2 + 8(40-x1-x2) + 7(20-x1) + 3(35-x2) + 11(x1+x2-25); 
F = 290 + x1 + 6x2.

Так как все неизвестные хk ≥ 0, то должны выполняться неравенства: 
x1 ≥ 0,

x2 ≥ 0,

40 – x1 - х2 ≥ 0, 
20 - х1 ≥ 0, 
35 - х2 ≥ 0, 
-25 + х1 + х2 ≥ 0.

Эти неравенства определяют полуплоскости, ограниченные прямыми 
x1 = 0                          (I)

х2 = 0                         (II)

40 – х1 - х2 = 0,          (III) 
20 – х1 = 0,                (IV) 
35 - х2 = 0,                 (V) 
-25 + x1 + х2 = 0.        (VI)

Построим эти прямые и соответствующие им полуплоскости в систем координат х10х2.

Получившаяся область ABCDЕ является областью допустимых решений системы. 

Пусть F=290, получим уравнение прямой L=290 + х1 +6х2, т.е. Х1 + 6х2 =0.

Построим эту прямую и ее нормальный вектор 
[image: image6.wmf]n

{1;6}; вектор 
[image: image7.wmf]n

 указывает направление возрастания функции F. В противоположном направлении функция F убывает, поэтому наименьшего значения она достигает в точке «входа» А, в которой пересекаются прямые IV и VI.

Найдем ее координаты, решив систему уравнений

х1=20,

25+х1+х2=0.

Получим х1=20, х2=5.

Из системы (**) найдем значения остальных неизвестных:

х3=15, х4=0, х5=30, х6=0.

При этом функция F=20+6*5+290; F=340.

Таким образом, оптимальный план перевозок имеет вид:

х1=20; х2=5; х3=15; х4=0; х5=30; х6=0.

Запишем полученные результаты в таблицу.

	Тепловозы
	Пункты назначения
	Состав локомотива



	
	Ст. Московка В1
	Ст. Входная В2
	Ст. Омск-Северный В3
	

	ЧМ 33-7107

 А1
	5
	6
	8
	40

	
	20
	5
	15
	

	ЧМ 33-3465

А2
	7
	3
	11
	30

	
	0
	30
	0
	

	потребности
	20
	35
	15
	70



При этом стоимость перевозок имеет наименьшее значение Fmin=340 (денежных единиц).


Таким образом, общая стоимость перевозок будет наименьшей, если принять следующий план перевозок:


- Тепловозом ЧМ 333-7170 топливо доставляют так: 

на ст. Московка 20 цистерн;

на ст. Входная 5 цистерн;

на ст. Омск-Северный 15 цистерн.

· Тепловозом ЧМ 33-3465 топливо доставляют так:

· на ст. Московка 0 цистерн;

· на ст. Входная 30 цистерн;

· на ст. Омск-Северный 0 цистерн.


Любой другой план приведет к удорожанию перевозок. 


Для примера рассмотрим, каковы значения переменных и самой функции в других вершинах области ABCDE, например, в точке В

х1=0. Х2=25, х3=15, х4=20, х5=10, х6=0;          F=0*6*25+290=440


Такой план вполне реален и выполним, но при этом стоимость перевозок значительно увеличится. То есть данное решение не является оптимальным для данной задачи.


Замечание. Иногда суммарные запасы грузов в пунктах отправления меньше суммарной потребности в грузах пунктов назначения. В этом случае потребности всех пунктов назначения удовлетворить нельзя. Поэтому, в задаче вводят фиктивный пункт отправления, полагая, что в нем сосредоточен груз, равный разности между суммарными потребностью и запасом. Стоимость перевозок единиц груза из фиктивного пункта отправления полагают равными нулю.


Аналогично вводится фиктивный пункт назначения в случае, когда суммарные запасы превосходят суммарные потребности.

Заключение


Мы рассмотрели геометрический способ решения основной задачи линейного программирования, когда число уравнений на два меньше, чем число переменных (m-n=2). Этот способ основан на определении координат вершин многоугольника и вычислении значений целевой функции для всех вершин (метод перебора вершин). Но метод перебора вершин применим лишь в случаях, когда число переменных невелико. Даже если m-n=3, то область допустимых решений задачи представляет собой двадцатигранник, и применение метода будет связано с большими вычислительными трудностями. Для решения таких задач необходимо применять ЭВМ. Использование электронной таблицы со встроенными средствами программирования позволяет, во – первых, осуществлять часть расчетов для решения задачи средствами самой электронной таблицы с оформлением диаграмм, а во – вторых, легко конструировать интерфейс программы с помощью различных свойств рабочего листа.


Если же m-n>3, геометрическая интерпретация теряет всякую наглядность, и задачи решаются методами математического анализа.

В результате работы по теме «Применение линейного программирования в организации железнодорожных перевозок» мы пришли к следующим выводам:

· метод линейного программирования в настоящее время актуален и широко применяется в вопросах организации и планирования ряда производственных задач;

· графо -аналитический способ решения задач линейного программирования применим, если число переменных невелико (m - n ≤ 3);

· приобрел навык решения задач прикладного характера методом линейного программирования;

· решение задач линейного программирования рационально проводить с использованием пакета Excel, как инструмента для решения математических задач, используя Подбор параметра. Работа в этом направлении будет продолжена.


Данные исследования могут иметь практическое применение на факультативных  занятиях по математике, а так же для учащихся, заинтересовавшихся темой, при самостоятельном ее изучении.

Приобретенные знания и умения по теме будут применяться при изучении курса высшей математики в ВУЗе.
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