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АННОТАЦИЯ.
Тема нашего прикладного проекта: «Комбинаторные задачи».

В данной работе мы рассмотрели примеры комбинаторных задач, решение которых, связанные с рассмотрением множеств и составлением различных комбинаций из элементов этих множеств, чтобы в зависимости от правил составления комбинаций можно было  выделить основные типы задач: перебор вариантов происходящих событий, перестановки, размещения, сочетания. 

Во время работы мы определи для себя цель: составить сборник комбинаторных задач, по выделенным типам задач.

Для решения цели мы определили для себя задачи:

рассмотреть примеры комбинаторных задач;

 научиться выделять основные типы задач;

 рассмотреть алгоритмы и схемы для решения задач;

 составить аналогичные задачи;

 представить результат своей деятельности, в виде сборника задач.

Изучение научной и методической литературы, позволили нам выделить актуальность проекта – для оценки вероятностей случайных событий, которые нельзя описать или охарактеризовать с помощью неизменных закономерностей в виде формул, правил и теорем, основы комбинаторики очень важны,  т.к. именно они позволяют подсчитать принципиально возможное количество различных вариантов развития событий. Корни изучения раздела математики  -  «комбинаторика», ведут далеко в прошлое. Навыки решения задач используются, как в часы досуга, так  и для работы в секретных службах, развития математических способностей.
В соответствии с поставленными задачами в работе были использованы следующие методы:
Теоретические методы (метод сравнительного анализа, классификация, систематизация, моделирование).

Практические методы (составление задач).
ВВЕДЕНИЕ.
Важнейшим направлением в модернизации школьного курса математики на современном этапе является включение в него элементов статистики, комбинаторики и теории вероятностей.
Комбинаторика как наука стала развиваться в 18 веке параллельно с возникновением теории вероятностей, так как для решения вероятностных задач необходимо было подсчитать число различных комбинаций элементов. В современном обществе с развитием вычислительной техники комбинаторика “добилась” новых успехов. Так например, “дерево возможностей”,  помогает решать разнообразные задачи, касающиеся перебора вариантов происходящих событий. 
В своей работе мы рассмотрели начальные сведения из комбинаторики, примеры комбинаторных задач, решение которых, связанны с рассмотрением множеств и составлением различных комбинаций из элементов этих множеств, 

 В зависимости от правил составления комбинаций были  выделены основные типы задач: перебор вариантов происходящих событий (или дерево возможностей), перестановки, размещения, сочетания. 

Во время работы мы определи для себя цель: составить сборник комбинаторных задач, по выделенным типам задач, который можно будет использовать на уроках, как дидактический материал по теме «Решение задач на перестановки, размещения и сочетания» и упражнения для развития логики и внимания, в виде  занимательных квадратов.

Для решения цели мы определили для себя задачи:

1) Рассмотреть примеры комбинаторных задач;

2) Научиться выделять основные типы задач;

3) Рассмотреть алгоритмы и схемы для решения задач;

4) Составить аналогичные задачи;

5) Представить результат своей деятельности, в виде сборника задач.
Аналитический обзор литературы.

Комбинаторика – ветвь математики, изучающая комбинации и перестановки предметов. Еще комбинаторику можно понимать как перебор возможных вариантов. 

 Комбинаторика  возникла еще в 17 веке и долгое время  лежала вне основного русла развития математики.

 С задачами, в которых приходилось выбирать те или иные предметы, располагать их в определенном порядке и отыскивать среди разных расположений наилучшие, люди столкнулись еще в доисторическую эпоху, выбирая наилучшее положение охотников во время охоты, воинов – во время битвы, инструментов - во время работы. Комбинаторные навыки оказались полезными и в часы досуга. Нельзя точно сказать, когда наряду с состязаниями в беге, метании диска, прыжках появились игры, требовавшие, в первую очередь, умения рассчитывать, составлять планы и опровергать планы противника.
Со временем появились различные игры (нарды, карты, шашки, шахматы и т.д.). В каждой из этих игр приходилось рассматривать различные сочетания фигур, и выигрывал тот, кто их лучше изучил, знал выигрышные комбинации и умел избегать проигрышных. 

Но не только азартные игры давали пищу для комбинаторных размышлений математиков. Еще с давних пор дипломаты, стремясь к тайне переписки, изобретали сложные шифры, а секретные службы других государств пытались эти шифры разгадать. Стали применять шифры, основанные на комбинаторных принципах, например, на различных перестановках букв, заменах букв с использованием ключевых слов и т.д.
Комбинаторика как наука стала развиваться в 18 веке параллельно с возникновением теории вероятностей, так как для решения вероятностных задач необходимо было подсчитать число различных комбинаций элементов. Первые научные исследования по комбинаторике принадлежат итальянским ученым Джероламо Кардано, Николо Тарталье (1499-1557), Галилео Галилею (1564-1642) и французским ученым Блез Паскалю (1623-1662) и Пьеру Ферма.
Комбинаторику как самостоятельный раздел математики первым стал рассматривать немецкий ученый Готфрид Вильгельм Лейбниц в своей работе “ Об искусстве комбинаторики ”, опубликованной в 1666 году. Он также впервые ввел термин “комбинаторика”. Значительный вклад в развитие комбинаторики внес Леонард Эйлер. В современном обществе с развитием вычислительной техники комбинаторика “добилась” новых успехов.

Так, например, «дерево возможностей» помогает решать разнообразные задачи, касающиеся перебора вариантов происходящих событий.

В комбинаторике решаются задачи, связанные с рассмотрением множеств и составлением различных комбинаций из элементов этих множеств. В зависимости от правил составления можно выделить три типа комбинаций: перестановки, размещения, сочетания.

Великие ученые древности считали количественные отношения основой сущности мира. Поэтому числа и их соотношения занимали величайшие умы человечества. «В дни моей юности я в свободное время развлекался тем, что составлял… магические квадраты»- писал Бенджамин Франклин. Магический квадрат- это квадрат, сумма чисел которого в каждом горизонтальном ряду, в каждом вертикальном ряду и по каждой из диагоналей одна и та же. 
   
Некоторые выдающиеся математики посвятили свои работы магическим квадратам и полученные ими результаты оказали влияние на развитие некоторых разделов математики.
Полного описания всех возможных магических квадратов не получено и до сего времени. Магических квадратов 2х 2 не существует. Существует единственный магический квадрат 3х 3 ,так как остальные магические квадраты 3х 3 получаются из него либо поворотом вокруг центра, либо отражением относительно одной из его осей симметрии. 

	4
	3
	8

	9
	5
	1

	2
	7
	6



Такой магический квадрат был у древних китайцев символом огромного значения. Цифра 5 в середине означала землю, а вокруг нее в строгом равновесии располагались огонь (2 и 7), вода (1 и 6), дерево (3 и 8), металл (4 и 9).
   
С увеличением размеров квадрата (числа клеток) быстро растет количество возможных магических квадратов такого размера. Существует 880 магических квадратов порядка 4 и 275 305 224 магических квадратов порядка 5. Причем, квадраты 5 х5 были известны еще в средние века. Мусульмане, например, очень благоговейно относились к таким квадратом с цифрой 1 в середине, считая его символом единства Аллаха.

 Великий ученый Пифагор, основавший религиозно – философское учение, провозгласившее количественные отношения основой сущности вещей, считал, что сущность человека заключается тоже в числе – дате рождения. Поэтому с помощью магического квадрата Пифагора можно познать характер человека, степень отпущенного здоровья и его потенциальные возможности, раскрыть достоинства и недостатки и тем самым выявить, что следует предпринять для его совершенствования.

   
Не смотря на то, что математиков интересовали в основном магические квадраты наибольшее применение в науке и технике нашли латинские квадраты.
  
 Латинским квадратом называется квадрат nхn клеток, в которых написаны числа 1, 2,…, n, притом так, что в каждой строке и каждом столбце встречаются все эти числа по одному разу. Например:
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  Эти два квадрата 4х4 обладают интересной особенностью: если один квадрат наложить на другой, то все пары получившихся чисел оказываются различными. Такие пары латинских квадратов называются ортогональными. Задачу отыскания ортогональных латинских квадратов впервые поставил Леонард Эйлер.

ЦЕЛИ И ЗАДАЧИ  ПРОЕКТА .

Тема: «Комбинаторные задачи»

Цель: составить сборник задач по данной теме.

Цель предполагала решение следующих задач: 

 рассмотреть примеры комбинаторных задач

 научиться выделять основные типы задач

 рассмотреть алгоритмы и схемы для решения задач

 составить аналогичные задачи

 представить результат своей деятельности, в виде сборника задач

В соответствии с поставленными задачами были использованы следующие методы:

Теоретические методы (метод сравнительного анализа, классификация, систематизация, моделирование).

Практические методы (составление задач).

ОБЪЕКТ И ПРЕДМЕТ ПРОЕКТА .

Объект: процесс обучения элементов комбинаторики в курсе математики.

Предмет: сборник задач, как средство формирования комбинаторных навыков через организацию самостоятельной работы.

В работе были определены следующие этапы:

Выбор темы проекта.

Работа с теорией по теме «Комбинаторные задачи».

Выделение основных типов задач.

Решение опорных задач, с составлением схем и алгоритма решения.

Составление задач.

Классификация задач по темам.

Представление результата своей деятельности в виде сборника задач.

Мы полагаем, что результаты нашей работы вызовут интерес у учащихся и  ребят, интересующихся математикой. Поэтому наш сборник можно использовать на уроках, как дидактический материал по теме «Решение задач на перестановки, размещения и сочетания» и упражнения для развития логики и внимательности,  в виде  занимательных квадратов.

Актуальность данной работы состоит в том, что основы комбинаторики очень важны для оценки вероятностей случайных событий, которые нельзя описать или охарактеризовать с помощью неизменных закономерностей в виде формул, правил, теорем и т.п.,  т.к. именно они позволяют подсчитать принципиально возможное количество различных вариантов развития событий.

Основное содержание.
Для того, чтобы составить сборник задач по разделам комбинаторики, необходимо рассмотреть примеры комбинаторных задач, а в комбинаторике решаются задачи, связанные с рассмотрением множеств и составлением различных комбинаций из элементов этих множеств. В зависимости от правил составления комбинаций можно выделить типы задач: перебор вариантов происходящих событий, перестановки, размещения, сочетания. Постановка вопроса. В чем различие между всеми типами этих задач? Чтобы ответить на этот вопрос необходимо научиться выделять основные типы задач. А для этого нужно рассмотреть способы решения задач и научиться составлять алгоритмы, схемы для решения задач. По аналогии рассмотренных задач, составить свои задачи.
Рассмотрим решение задач по выделенным типам. 

1. Задачи, на перебор вариантов происходящих событий.

 “Дерево возможностей” помогает решать разнообразные задачи, касающиеся перебора вариантов происходящих событий. 

Каждый путь по этому «дереву» соответствует одному из способов выбора, число способов выбора равно числу точек в нижнем ряду «дерева».
Задача: В школьной столовой на первое можно заказать борщ, солянку, грибной суп, на  второе – мясо с макаронами, рыбу с картошкой, курицу с рисом, а на третье – чай и компот. Сколько различных обедов можно составить из указанных блюд? 

1 способ: Перечислим возможные варианты.

	Чай (Ч)

Компот (К)
	Мясо с макаронами (М)
	Рыба с картошкой 

(Р)
	Курица с рисом

(Кр)

	Борщ

(Б)
	БМЧ/БМК
	БРЧ/БРК
	БКрЧ/БКрК

	Солянка

(С)
	СМЧ/СМК
	СРЧ/СРК
	СКрЧ/СКрК

	Грибной суп

(Г)
	ГМЧ/ГМК
	ГРЧ/ГРК
	ГКрЧ/ГКрК


2 способ: Дерево возможностей


[image: image1]
3 способ: Правило умножения

Правило умножения заключается в том, что для того, чтобы найти число всех возможных исходов независимого проведения двух испытаний А и В, следует перемножить число всех исходов испытания А и число всех исходов испытания В, т.е. в нашей задаче имеется 3 элемента: первое, можно выбрать 3 раза, второе – 3 раза и третье – 2раза, получаем: 3х3х2=18.

Ответ: 18.

Задача: Мисс Марпл, расследуя убийство, заметила отъезжающее от дома мистера Дэвидсона такси. Она запомнила первую цифру «2». В городке номера машин были трехзначные и состояли из цифр 1, 2, 3, 4 и 5. скольких водителей, в худшем случае, ей придется опросить, чтобы найти настоящего убийцу?
1 способ. Перечислим возможные варианты номеров такси:

	
	1
	2
	3
	4
	5

	1
	211
	212
	213
	214
	215

	2
	221
	222
	223
	224
	225

	3
	231
	232
	233
	234
	235

	4
	241
	242
	243
	244
	245

	5
	251
	252
	253
	254
	255


2 способ. Используя правило умножения, получаем: 5*5=25.

Ответ: 25 водителей.

Задача: Сколько трехзначных чисел можно составить из цифр 1, 2, 3, 5, 7, используя в записи числа каждую из них не более одного раза?

[image: image11.png]e
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1 способ.





2 способ.
Первую цифру трехзначного числа можно выбрать четырьмя способами, т.к. после выбора остается три, то вторую цифру можно выбрать из оставшихся цифр уже тремя способами. Наконец, третью цифру можно выбрать двумя способами. Следовательно, общее число искомых трехзначных чисел равно произведению 4 * 3 * 2=24.
Ответ: 24.
Задача: Сколько четных двузначных чисел можно составить из цифр 0, 2, 3, 6, 7, 9?

1 способ.  
Перечислим возможные варианты.
	
	0
	2
	6

	2
	20
	22
	26

	3
	30
	32
	36

	6
	60
	62
	66

	7
	70
	72
	76

	9
	90
	92
	96


2 способ. Дерево возможностей.





3 способ. Используя правило умножения, получаем: 5*3=15

Ответ: 15
Задача: Свете на день рождения подарили 4 плюшевых игрушки, 2 мяча и 5 кукол. Мама положила все игрушки в большую коробку. Сколькими способами Света сможет достать из коробки 1 плюшевую игрушку, 1 мяч и 1 куклу?
1 способ. Используя правило умножения, получаем: 2*4*5=40.
Ответ:40.
2. Задачи на перестановки.

Перестановкой из n элементов называется каждое расположение этих элементов в определенном порядке. Число перестановок из n элементов обозначается символом Рn (Р из n элементов). Например.


Задача: в книжном шкафу на полке стоят 3 книги, эти книги можно переставить по разному: 


Каждое из этих расположений называется перестановкой из трех элементов. 


Таким образом, для нашего примера мы установили, что у нас 6 перестановок из 3 элементов, запишем с помощью обозначений:  Р3= 6. Для того, чтобы найти число перестановок из этих элементов, можно не выписывать эти перестановки, а воспользоваться правилом умножения.

Рассуждаем так: на первое место можно поставить любой из трех элементов. Для каждого выбора первого элемента есть две возможности выбора из оставшихся двух элементов. Наконец, для каждого выбора первых двух элементов остается единственная возможность выбора третьего элемента. Значит, число перестановок из трех элементов равно: Р3= 3*2*1= 6 = 3!

Указанный способ рассуждений используется для вывода формулы числа перестановок из n элементов.

Пусть мы имеем n элементов. На первое место можно поставить любой из них. Для каждого выбора первого элемента на второе место можно поставить один из оставшихся n-2 элементов и т.д. В результате получим, что

Рn= n(n – 1)(n – 2)*….*3*2*1

Расположим множители в порядке возрастания, получим: Рn= 1*2*3*…*( n – 2)(n – 1)n.

Для произведения первых n натуральных чисел используют специальное обозначение: n! (читается «n факториал»).
Например: 2!=1*2=2; 5!=1*2*3*4*5=120. 1!=1.

Таким образом, число всевозможных перестановок из n элементов вычисляется по  формуле:

Рn = n!

Задача: Саша, Петя, Денис, Оля, Настя часто ходят в кафе. Каждый раз, обедая там, они рассаживаются по-разному. Сколько дней друзья смогут это сделать без повторения?

Решение: Пронумеруем стулья, на которых должен сесть каждый, и будем считать, что они рассаживаются поочередно:
№1 – Саша – есть возможность выбрать из 5 вариантов(стульев)

№2 – Петя – 4 варианта

№3 – Денис – 3 варианта

№4 – Оля – 2 варианта

№5 – Настя – 1 вариант

Используя правило, получим: Р5 = 5! = 5*4*3*2*1 = 120.

Ответ: 120 дней.

Задача: Сколькими способами могут быть расставлены 8 участниц, финального забега, на восьми беговых дорожках?

Решение: Число способов равно числу перестановок из 8 элементов. По формуле числа перестановок находим, что Р8=8! = 1*2*3*4*5*6*7*8 = 40320.

Ответ: 40320.

Задача: Сколько различных четырехзначных чисел, в которых цифры не повторяются, можно составить из цифр 0,2,4,6?

Решение: из цифр 0,2,4,6 можно получить Р4 перестановок. Из этого числа надо исключить те перестановки, которые начинаются с 0, т.к. натуральное число не может начинаться с цифры 0. Число таких перестановок равно Р3. значит, искомое число четырехзначных чисел равно Р4-Р3. 

Получим: Р4-Р3 = 4!-3! = 24 – 6 18.

Ответ: 18. 
3.  Задачи на размещения.
Размещением из n элементов по k (k меньше или равно n) называется любое множество, состоящее из любых k элементов, взятых в определенном порядке из данных n элементов.
Обозначение:  
[image: image2.wmf]k
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 Например : Пусть имеется три шара и две пустых ячейки. В пустые ячейки можно разместить по два шара.

   Решение: из трех элементов по два будут наборы (1,2), (2,1), (1,3), (3,1), (2,3), (3,2).
Размещения считаются различными, если они отличаются самими элементами или порядком их расположения. Например: (1,2), (2,1), (1,3), (3,1) в нашем примере.

Число размещений можно найти не выписывая сами размещения. Будем рассуждать так: первый элемент можно выбрать тремя способами, т.к. им может быть любой из трех, для каждого выбранного первого элемента можно двумя способами выбрать второй.

В результате получаем: 
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 = 3*2 = 6.

   Задача: Учащиеся второго класса изучают 8 предметов. Сколькими способами можно составить расписание на один день, чтобы в нем было 4 различных предмета?
  Решение: 
[image: image4.wmf]4
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 = 8*7*6*5 = 1680.
Ответ: 1680.

Задача: В классе десять предметов и пять уроков в день. Сколькими способами можно составить расписание на один день?

Решение: А105=10*9*8*7*6 = 30240 способов.

Ответ: 30240.

Задача: В 9 классе 15 предметов. Завучу школы нужно составить расписание на субботу, если в этот день 5 уроков. Сколько различных вариантов расписания можно составить, если все уроки различны?
Решение: из 15 предметов 5 любых можно выбрать А155= 15*14*13*12*11= 360360.

Ответ: 360360.

Задача: Сколькими способами можно составить трехцветный флаг из полос разной ширины, если имеются материи из 8 тканей?

Решение: А83=8*7*6 = 336.

Ответ: 336.
4.  Задачи на сочетания.

Сочетанием из n элементов по k называется любое множество, составленное из k элементов, выбранных из данных n элементов.

Обозначение: 
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Задача: Пусть имеется три шара разного цвета. Нужно рассмотреть все возможные способы составления шаров, в которых сочетаются два цвета из данных трех.

Решение: из трех элементов (1;2;3) по два будут наборы (1,2),(1,3),(2,3).
В отличии от размещений в сочетаниях не имеет значения, в каком порядке указаны элементы. Два сочетания различны, если отличаются друг от друга хотя бы одним элементом.

Например: (1,2),(1,3).

В нашем примере, в каждом сочетании выполнимы все перестановки. Число таких перестановок равно Р2. В результате получим все возможные комбинации из 3 элементов по 2, которые отличаются либо самими элементами, либо порядком элементов, т.е.  все размещения из 3 элементов по 2. всего мы получим
[image: image7.wmf]2
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 размещений. Значит если количество размещений разделить на количество перестановок, получим количество сочетаний из трех элементов по два.  
Отсюда 
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Задача: из 15 членов туристической группы надо выбрать трех дежурных. Сколькими способами можно сделать этот выбор?

Решение: если, каждый выбор отличается от другого хотя бы одним дежурным, значит, здесь речь идет о сочетаниях из 15 элементов по 3: 
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Ответ: 455.

Задача: На родительском собрании присутствует 20 человек. Сколько существует различных вариантов состава родительского комитета, если в него должны войти 5 человек?
Решение: В этой задаче нас не интересует порядок фамилий в списке комитета. Если в результате в его составе окажутся одни и те же люди, то по смыслу для нас это один и тот же вариант. Поэтому мы можем воспользоваться формулой для подсчета числа сочетаний из 20 элементов по 5.

В каждом сочетании выполнимы 5 перестановок т.е.Р5= 1*2*3*4*5, в результате получим все возможные комбинации из 20 элементов по 5: А205=20*19*18*17*16.
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Ответ: 15504.

5. Занимательные квадраты.

Большое впечатление, на всех учащихся произвели занятия по теме «занимательные квадраты». В большом количестве были представлены задачи именно по этой теме. 
   
Расположить натуральные числа от 1 до 9 в магический квадрат 3х 3 можно 8 различными способами:
	4
	9
	2

	3
	5
	7

	8
	1
	6


В магическом квадрате 3х 3 магической постоянной 15 должны быть равны сумме трех чисел по 8 направлениям: по 3 строкам, 3 столбцам и 2 диагоналям. Так как число, стоящее в центре, принадлежит 1 строке, 1 столбцу и 2 диагоналям, оно входит в 4 из 8 троек, дающих в сумме магическую постоянную. Такое число только одно: это 5. Следовательно, число, стоящее в центре магического квадрата 3х 3, уже известно: оно равно 5.
   
Рассмотрим число 9. Оно входит только в 2 тройки чисел. Мы не можем поместить его в угол, так как каждая угловая клетка принадлежит 3 тройкам: строке, столбцу и диагонали. Следовательно, число 9 должно стоять только в клетке,  примыкающей к стороне квадрата в ее середине. Из-за симметрии квадрата безразлично, какую из сторон мы выберем, поэтому впишем 9 над числом 5, стоящим в центральной клетке. По обе стороны от девятки в верхней строке мы можем вписать только числа 2 и 4. Какое из этих двух чисел окажется в правом верхнем углу и какое в левом, опять – таки не имеет значения, так как одно расположение чисел переходит в другое при зеркальном отражении. Остальные клетки заполняются автоматически. Проведенное нами простое построение магического квадрата 3х 3 доказывает его единственность.

ВЫВОДЫ.
Работая над этим проектом, мы попытались расклассифицировать и собрать в сборник, задачи составленные учащимися нашей школы. 

Изучение научной и методической литературы, самостоятельное решение задач, по теме; составление схем и алгоритмов помогли нам разобраться в основных типах задач.

Подтверждением этому является сам сборник, приложенный в приложении.
Мы полагаем, что результаты нашей работы вызовут интерес у учащихся и  ребят, интересующихся математикой, и наш сборник можно будет использовать на уроках, как дидактический материал по теме «Решение задач на перестановки, размещения и сочетания» и упражнения для развития логики и внимания, в виде  занимательных квадратов.

Заключение

Каждый учащийся, готовясь стать полноправным, грамотным, мобильным гражданином своей страны, должен расширять свой кругозор. Развивать творческие способности, мышление, применять логические операции (анализ, синтез, обобщение).  
Для этого необходимо  очень серьезно подходить к изучению новых теоретических знаний, методов и приемов по решению новых задач, как на уроках математики, так и самостоятельно.

Что мы можем сделать со своей стороны для  этого

- это предложить учащимся нашей школы составленный сборник задач, для самостоятельной работы в классе и дома. 
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Отзыв о работе.
Работа  учащихся 7А класса Долинко Галины и Соколовской Валерии по теме «Комбинаторные задачи»  является прикладным проектом, основная цель которого составить сборник задач по теме «Решение задач на перестановки, размещения и сочетания». В своей работе, учащиеся выделили основные типы задач, расклассифицировали собранные, учащимися школы, задачи по темам и представили результат своей деятельности.

Была проведена очень большая и кропотливая работа по подбору теоретического материала. Весь  полученный из различных источников материал был ими тщательно изучен, систематизирован. Основные теоретические вопросы освещены в работе.

Проект имеет большую теоретическую  и практическую  ценность. Полученный сборник может быть использован, как дидактический материал   для самостоятельной работы в классе и дома.
Руководитель проекта: 

учитель математики ОСШ № 19 Балаева Ирина Алексеевна
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