Приключения Алгебры в стране Геометрии
Всегда ли можно вычислить длину диагонали квадрата с определённой точностью?
Какие числа называют «несоизмеримыми»?
Как отмерить на числовой прямой несоизмеримые числа?
Легенда. История чисел донесла до нас много легенд. Одна из них о великом древнегреческом ученом Пифагоре, жившим в VI в до н.э., основавшим так называемый пифагорейский союз. В сферу интересов членов союза входили научные исследования, религиозно-философское учение, политическая деятельность. Они вели суровый образ жизни, превыше всего ценили самообладание, смелость и коллективную дисциплину. Пифагорейцы жили вместе, у них было совместное имущество, и даже свои открытия они считали общим достоянием. Деятельность союза была окружена тайной, поэтому никаких текстов от ранних пифагорейцев не осталось. Кроме того, по традиции, они все открытия приписывали Пифагору, о котором при жизни ходили легенды.
Наука о числах. Пифагорейцы называли собственные исследования «матѐмата», что означает «науки» и делили их на четыре части: арифметику, геометрию, астрономию и гармонию (учение о музыке). Главной считалась арифметика – наука о числах, именно она лежала в основе и геометрии, и астрономии, и гармонии. 
Вначале пифагорейцы полагали, что отношения физических и геометрических величин можно выразить отношениями целых чисел. Именно им приписывают высказывание: «Всё есть число», то есть законы природы – не что иное, как законы целых чисел и их отношений. В частности, они считали, что все отрезки соизмеримы, т.е. каковы бы ни были два отрезка AB и CD, существует такой отрезок e, который целое число раз укладывается как по длине AB, так и по длине CD, а значит, геометрию можно свести к арифметике.
Открытие «несоизмеримых чисел». Однако вскоре пифагорейцы сделали открытие, которое перевернуло все их взгляды: они доказали, что отношение диагонали к стороне квадрата нельзя выразить отношением целых чисел. Открыв новый математический объект, пифагорейцы пришли в полное замешательство – существуют числа, которые не являются отношением целых чисел! Величины, непредставимые в виде отношения целых чисел, пифагорейцы назвали несоизмеримыми; современный термин – «иррациональные числа». Способ нахождения приближений  знали ещё древние греки.

Попробуем и мы ответить на эти вопросы, исследуя геометрические образы. Рассмотрим квадрат со стороной 1. Диагональ разбивает квадрат на два одинаковых прямоугольных треугольника, в каждом из которых она играет роль гипотенузы. Поэтому, как следует из теоремы Пифагора, длина диагонали квадрата равна .(рис.1)
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Рис.1
Теперь нам известно, что можно геометрически выразить некоторые алгебраические числа.
Рассмотрим систему пропорций, применявшихся в архитектуре Древнего Египта. В основе всех построений лежит квадрат и его производные (диагонали), последовательно увеличивающиеся по длине – 
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Рассмотрим четыре фигуры, которые связаны между собой общим построением и обладающими интересными свойствами. 
1. Первая фигура – квадрат – одна из простейших фигур, имеющая равные стороны (например, a). Именно квадрат является основной формой в ранней архитектуре Древнего Египта.
2. Вторая фигура – прямоугольник с длинами сторон а и. Отношение сторон в нем =1.4142…
3. Третья фигура – прямоугольник с длинами сторон а и. Отношение сторон в нем 
4. Четвёртая фигура представляет собой прямоугольник, составленный из двух квадратов, длина сторон которого а и 2а(Рис4).

 (
а
) (
а
) (
а
)В нем примечательно часто встречающееся в Древнем Египте отношение диагонали к большей стороне =1,11805…, совпадающей со значением «золотого сечения».
Рис.4

Вывод: 
1. Можно вычислить длину диагонали квадрата с определённой точностью, имея такие современные средства вычисления как калькулятор, правило округления десятичных чисел с определённой точностью, рассматривая разное количество цифр после запятой. Находить некоторые приближения квадратных корней из произвольных чисел умели уже древние вавилоняне — об этом свидетельствуют клинописные таблички, составленные за несколько столетий до новой эры.
2. Числа, которые по мнению пифагорейцев нельзя выразить отношением некоторых целых чисел m и n называют «несоизмеримыми»?
3. Чтобы отметить на числовой прямой несоизмеримые числанадо воспользоваться геометрическими построениями последовательных квадратов и прямоугольников.
Второй способ.
Пользуясь фактически тем же правилом построения , где n – целое число, можно применить другой, способ построения отрезков, длины которых представляют последовательность 
Рис.5
Проведём координатные прямые Ох и Оу. Отложим на осях отрезки OA1 и OB такие, что │ OA1│=│ OB │=1 (Рис.5), тогда A1B = √2. Отложим на Ох отрезки ОА2 ≈ А1В= √2. Иначе: абсцисса точки А2 равна √2.
В треугольнике ОВА2 длина гипотенузы ВА2 = √1+(√2)2=√3. Отложив на оси Ох отрезки ОА3 ≈ А2В, получим точку А3 с абсциссой √3.
Продолжая аналогичные построения, найдём точки А4, А5, А6…соответствующие числам √4, √5, √6…
Заметим, что прямой угол нужно было построить только один раз, отрезки можно откладывать, используя для этого циркуль.

Третий способ.
Из геометрии нам известно, что центр окружности, описанной около прямоугольного треугольника, лежит на середине гипотенузы (Рис.6).
Поэтому можно использовать свойство высоты прямоугольного треугольника, проведённой из вершины прямого угла: перпендикуляр, проведённый из вершины прямого угла на гипотенузу, являющуюся диаметром описанной около него окружности, есть среднее пропорциональное между отрезками диаметра, на которые основание этого перпендикуляра делит диаметр.
Используя это свойство, можно рассмотреть ещё один способ построения на числовой прямой точек с абсциссами  
Строим координатные прямые Ох и Оу.
На оси Ох от начала координат влево отложим отрезок ОА такой, что │ОА│ =1; вправо отметим точки А1, А2, А3, А4…с абсциссами1, 2, 3, 4… .Теперь на отрезках как на диаметрах, строим полуокружности

Вывод: эти фигуры могут быть построены при помощи простой верёвки, а значит имеют большое практическое применение в жизни.
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