Геометрические свойства параболы

Из школьного курса алгебры известно, что парабола – это график квадратичной функции y=ax2+bx+c, где а(0. Но исторически раньше появилось её геометрическое определение, которое в школьной программе не отражено. Вот оно: парабола – это геометрическое место точек плоскости, находящихся на одинаковом расстоянии от данной точки F и от данной прямой d. 
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Покажем, что эти определения равносильны. В самом деле, если ввести прямоугольную систему координат так, как это показано на рисунке, то можно определить координаты произвольной точки M(x,y) параболы, фиксированной точки F(0,d) и основания H(x,-d) перпендикуляра MH к фиксированной прямой x= – d. Найдем длину отрезков MF и MH, используя формулу для вычисления расстояния между двумя точками координатной плоскости: MF=
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. По геометрическому определению отрезки MF и MH равны, значит 
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, отсюда после упрощений получим формулу параболы
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Точку F называют фокусом параболы, прямую x= – d называют директрисой параболы. Например, для параболы y=x2 фокусом является точка (0; 0,25), директрисой – прямая x= – 0,25.


Используя это геометрическое определение параболы, нетрудно смастерить устройство, с помощью которого можно чертить параболу. Для этого к вершине острого угла чертёжного треугольника нужно укрепить нить длиной, равной катету. Второй конец нити с помощью кнопки укрепить на бумаге.  Ещё понадобиться линейка и карандаш. Зафиксировав положение линейки, заставим другой катет скользить по линейке. Карандаш, прижатый к первому катету так, чтобы нить оставалась в натяжении, будет рисовать параболу. Это отражено на фотографии.
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Рассмотрим несколько геометрических свойств параболы.

Свойство 1. На каждую ветвь параболы y=x2 «нанизаны» прямоугольники размером 1×1, 3×1, 5×1, 7×1, и т.д. Это следует из известного равенства 1+3+5+7+ . . . +(2n –1)=n2. 
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Свойство 2.  Если на ось Оу последовательно и плотно «нанизать» квадраты со сторонами 1, 2, 3, . . .  n через диагональные  вершины, то все остальные вершины этих квадратов принадлежат одной параболе. 

Доказать это можно так. Пусть М(х,у) – вершина n-го квадрата. Тогда 
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. Выразив n из первого равенства и подставив во второе, получим, что 
[image: image10.wmf]2

2

x

y

=

. Это значит, что вершины квадратов лежат на параболе 
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Свойство 3. Точки параболы с целочисленными абсциссами можно построить следующим образом. В  координатной плоскости   проведем вертикальные лучи, проходящие через точки с целыми координатами, и выберем один из них, например, 
5-ый луч. Отметим на нем точки с целыми координатами.

Построим класс наклонных лучей, выходящих из начала координат и проходящих через целочисленные точки выбранного вертикального луча. Из множества точек пересечения, получившихся при этом, отметим те, которые являются точками пересечения лучей с одинаковыми номерами. Например, точка М – это точка пересечения 4-ого вертикального луча и 4-го наклонного луча. Покажем, что все отмеченные точки лежат на параболе у=
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x2. В самом деле, каждая точка определяется как точка пересечения двух прямых: наклонной прямой 
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Можно ещё отметить, что здесь на рисунке, кроме точек параболы у=
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x2, оставшиеся точки пересечения принадлежат семейству парабол, заданных формулой 
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. Изображенная на рисунке парабола принадлежит этому семейству парабол при 
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Отметим, что построение наклонных лучей можно начинать не только с пятого вертикального луча, а вообще с любого луча, например с 
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-го вертикального луча. Тогда точки пересечения, построенные описанным способом, принадлежат семейству парабол, заданных формулой 
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Свойство 4. На оси Оу выберем какую-либо точку с целочисленной координатой 
[image: image25.wmf]p

 и построим прямые углы с вершинами 1, 2, 3, . . . на оси Ох. Отметим точки пересечения двух соседних лучей: первого со вторым, второго с третьим, третьего  с четвертым, . . . и  т.д. Оказывается, эти точки лежат на параболе, заданной формулой 
[image: image26.wmf]p

x

p

y

4

1

4

1

2

-

=

. На рисунке изображены точки параболы  
[image: image27.wmf]16

1

16

1

2

-

=

x

y

. Эта формула получается из общей при 
[image: image28.wmf]4

=

p


[image: image29.png]



Свойство 4. Нарисуем концентрические окружности радиусов 1, 2, 3, … и к каждой окружности проведем по две касательные, параллельные друг другу. Точки пересечения этих прямых и окружностей определяют множество парабол. 
 Точки одной из них изображены на рисунке. В самом деле, рассмотрим рисунок в прямоугольной системе координат. Тогда координаты отмеченных точек связаны системой уравнений 
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, так как каждая точка является точкой пересечения окружности и прямой. Исключая из этой системы R, получим уравнение параболы 
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Интересная картинка получается, если ячейки раскрасить в шахматном порядке. На нем теперь явно просматриваются  чередование парабол, нарисованных синими и белыми криволинейными четырехугольниками. Можно показать, что это семейство парабол задается одной формулой 
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, причем при n>0  определяются параболы, расположенные ветвями вверх, при n<0 – ветвями вниз. Заметим также, что для всех парабол точка О является фокусом, директрисами этих парабол является одна из проведенных касательных.
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Свойство 5 ( найденное мною). Вершины четырёхугольника  ABCD  лежат на параболе y = x2. Если диагонали AC и BD параллельны биссектрисам координатных углов,  то сумма абсцисс вершин A, B, C, D равна нулю. В самом деле, прямая AC задается формулой y = – x+a, тогда, учитывая, что точки А и В лежат на параболе, заметим, что абсциссы этих точек удовлетворяют уравнению х2+х – а=0. По теореме Виета х1+х3=–1. 
Аналогично доказывается, что х2+х4=1. Теперь понятно, что х1+х2+х3+х4=(х1+х3)+(х2+х4)= –1+1=0.
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