Леонардо Фибоначчи -  выдающийся математик средневековья
 Леонардо Фибоначчи был выдающимся математиком средневековья. Плоды его математических трудов применяются во многих науках, искусстве и повседневной жизни по сей день.
Фибоначчи и Арабские числа
[image: Леонардо Фибоначчи]
Леонардо Фибоначчи родился и жил в Италии в городе Пиза в 12-13 вв. Его
отец был торговцем, и поэтому молодой Леонардо много путешествовал. На
Востоке он познакомился с арабской системой цифр: в последствии он
проанализировал, описал и представил ее европейскому обществу в своей
знаменитой книге «Liber Abaci» («Книга Счета»).	
В Европе в это время применялись Римские цифры, которыми было жутко неудобно оперировать как при сложных математических и физических вычислениях, так и при рутинной работе с финансами и бухгалтерией. А Леонардо Фибоначчи представил Европе Арабские цифры, которыми пользуется  практически весь западный мир по сей день. Переход от Римской системы к Арабской произвел революцию в математике и других науках, тесно с ней связанных.
Трудно представить, каков был бы мир, если бы тогда, в 13 веке. Фибоначчи не опубликовал бы свою книгу и не изложил европейцам Арабские цифры. Интересно, что мы с вами используем Арабские цифры не задумываясь, воспринимая их как само собой разумеющееся. Но если бы не Леонардо Фибоначчи, кто знает как бы развивался ход истории. Ведь представление и трактат Арабских чисел существенно изменил средневековую математику в лучшую сторону; он продвинул ее вперед, а вместе с ней и другие науки, такие как физику, механику, электронику и т.д. Заметьте, ведь именно эти
науки ведут прогресс вперед. Именно поэтому, в многом, ход истории,
развитие Европейской цивилизации и науки в целом обязаны Леонарду Фибоначчи.

Ряд чисел Фибоначчи
Второй выдающейся заслугой Леонардо Фибоначчи является ряд чисел Фибоначчи. Считается, что об этом ряде было известно на Востоке, но именно Леонардо Фибоначчи опубликовал этот ряд чисел в вышеупомянутой книге «Liber Abaci» (сделал он это для демонстрации размножения популяции кроликов).
В последствии выяснилось, что эта последовательность чисел имеет важное значение не только в математике, экономике, техническом анализе и финансах, но также в ботанике, зоологии, физиологии, медицине, искусстве, а также философии, эстетике и многом другом. Т.к. цивилизации этот ряд чисел стал известен от Леонардо Фибоначчи, его так и прозвали, «Ряд фибоначчи» или «Числа Фибоначчи».


Формула и пример ряда чисел Фибоначчи
[image: ветки куста и ряд Фибоначчи]
В последовательности Фибоначчи, каждый элемент, начиная с третьего, является суммой двух предыдущих элементов, при том, что ряд начинается с чисел 0 и 1. Итого получается: 0,    1,    1,   2,   3,    5,    8,    13,  21,   34,
55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181, 6765,    10946,    17711,   28657,   46368,    75025   ...
Отношение двух соседних элементов ряда стремится к Золотому Сечению. Уникальность этого числа состоит в том, что оно является одним из решений уравнения х+1=х2. Вдумайтесь в смысл этого простого квадратного трехчлена: если вы не видите красоту и загадочность, значит вы, увы, не дружите с математикой.
[image: человек и Золотое Сечение]
Прикладной значение ряда Фибоначчи и Золотого Сечения заслуживает отдельной статьи . Сейчас лишь скажу, что, например, элементы ряда Фибоначчи применяются для вычисления скользящих средних (не говоря уже о росте популяции кроликов), и шедевры мирового искусства содержат в себе Золотое Сечение.
Имя Леонардо Фибоначчи еще будет не раз упоминаться в любой другой публикации на тему финансов. Помните, что Фибоначчи — легендарная личность в математике, экономике и финансах; он обнародовал Арабские числа и представил магический ряд чисел.
Сложение чисел Фибоначчи
Другой, несколько менее известный вычислительный фокус состоит в почти мгновенном сложении любых десяти последовательных чисел Фибоначчи (мы уже упоминали, что так называют ряд чисел, в котором каждое, начиная с третьего, представляет собой сумму двух предшествующих). Этот фокус демонстрируют так: показывающий просит кого-нибудь записать друг под другом два любых числа, какие он пожелает. Допустим для примера, что были выбраны 8 и 5. Затем зритель должен сложить эти числа. Найденное таким образом третье число складывается со вторым (стоящим над ним), и получается четвертое число. Этот процесс повторяют до тех пор, пока в вертикальном столбце не окажется десять чисел:
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Во время записывания чисел показывающий стоит, повернувшись спиной к зрителям. Когда все числа будут записаны, он поворачивается, проводит под колонкой цифр черту и, не задумываясь, подписывает сумму этих чисел. Чтобы получить эту сумму, ему просто нужно взять четвертое число снизу и умножить его на 11 -операция, которую легко можно проделать в уме . В нашем случае четвертым числом будет 80, поэтому в ответе получится число 80, взятое  11  раз, т. е. 880.
Фокусы с предсказанием результатов действий над числами и фокусы с отгадыванием чисел легко обратимы; под этим подразумевается, что фокус с предсказанием числа можно показывать как фокус с отгадыванием этого числа, и наоборот. Допустим, например, что показывающий знает наперед результат вычисления, который, как предполагает зритель ему   не   может   быть   известен.   Тогда   показывающий может оформить фокус в виде предсказания, записав известный ему результат будущего вычисления на листке бумаги; в этом случае фокус следует рассматривать как фокус с
предсказанием. Но этот же фокус он может оформить как «чтение мыслей» зрителя - после того как зритель закончит свои вычисления,- в этом случае фокус нужно отнести к категории фокусов с отгадыванием числа. (Третьим вариантом может быть оформление фокуса в виде молниеносного вычисления.) Большинству фокусов, о которых мы собираемся сейчас рассказать, можно придать любую из только что упомянутых форм; однако дальше мы не будем тратить понапрасну слов, останавливая на этом внимание зрителя.


 Быстрое извлечение кубического корня
Демонстрация фокуса с извлечением кубического корня начинается с того, что кого-нибудь из присутствующих просят взять любое число от 1 до 100, возвести его в куб и сообщить вслух результат. После этого показывающий мгновенно называет кубический корень из названного числа.
Для того чтобы показывать этот фокус, нужно сначала выучить кубы чисел от 1 до 10:
1 - 1                                
2 - 8                                
3 - 27                                     
4 - 64                                       
5 - 125 
6 -  216
7 - 343
8 - 512
9 -729                                  
10 - 1000
При изучении этой таблицы обнаруживается, что все цифры, на которые оканчиваются кубы, различны, причем во всех случаях, за исключением 2 и 3, а также 7 и 8, последняя цифра куба совпадает с числом, возводимым в куб. В исключительных же случаях последняя цифра куба равна разности между 10 и числом, возводимым в куб.
Покажем, как это обстоятельство используется для быстрого извлечения кубического корня. Пусть зритель, возводя некоторое число в куб, получил, например, 250 047. Последняя цифра этого числа 7, из чего немедленно следует, что последней цифрой кубического корня должно быть 3. Первую цифру кубического корня находим следующим образом. Зачеркнем последние три цифры куба (независимо от количества его цифр) и рассмотрим цифры, стоящие впереди,- в нашем случае это 250. Число 250 располагается в таблице кубов между кубами шестерки и семерки. Меньшая из этих цифр - в нашем случае 6 - и будет первой цифрой кубического корня. Поэтому правильным ответом будет 63.
Чтобы лучше уяснить суть дела, приведем еще один пример. Пусть названо число 19 683. Его последняя цифра 3 указывает, что последней цифрой кубического корня будет 7. Зачеркивая последние три цифры, получаем число 19, которое лежит между кубом двойки и кубом тройки. Меньшим из этих чисел будет 2, поэтому искомым кубическим корнем будет 27.
Может показаться странным, но для извлечения целочисленных корней из степеней более высоких, чем третья, существуют более простые правила. Особенно легко находить корни пятой степени, потому что любое число и его пятая степень всегда оканчиваются одной и той же цифрой.
Числа Фибоначчи
Чи́сла Фибона́ччи — элементы числовой последовательности
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597… 
в которой каждое последующее число равно сумме двух предыдущих чисел. Название по имени средневекового математика Леонардо Пизанского (или Фибоначчи)
Более формально, последовательность чисел Фибоначчи [image: \left\{F_n\right\}]задается  рекуррентным соотношением:
[image: F_1 = 1,\quad F_2 = 1,\quad F_{n+1} = F_n + F_{n-1} \quad n\in\mathbb{N}.]
Иногда числа Фибоначчи рассматривают и для неположительных номеров n как двусторонне бесконечную последовательность, удовлетворяющую основному соотношению. Члены с такими номерами легко получить с помощью эквивалентной формулы «назад»: Fn = Fn + 2 − Fn + 1:
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Легко видеть, что [image: \! F_{-n} = (-1)^{n+1}F_n]. Для чисел Фибоначчи с отрицательными индексами остаются верными большинство нижеприведённых свойств.
Происхождение последовательности Фибоначчи
Последовательность Фибоначчи была хорошо известна в древней Индии, где она применялась в метрических науках (просодии, другими словами — стихосложении), намного раньше, чем она стала известна в Европе.
Образец длиной n может быть построен путём добавления S к образцу длиной n-1, либо L к образцу длиной n-2; и просодицисты показали, что число образцов длиною n является суммой двух предыдущих чисел в последовательности. Дональд Кнут рассматривает этот эффект в книге «Искусство программирования».
На Западе эта последовательность была исследована Леонардо Пизанским, известным как Фибоначчи, в его труде «Liber Abaci». Он рассматривает развитие идеализированной (биологически нереальной) популяции кроликов, предполагая что:
· В «нулевом» месяце имеется пара кроликов (1 новая пара).
· В первом месяце первая пара производит на свет другую пару (1 новая пара).
· Во втором месяце обе пары кроликов порождают другие пары и первая пара погибает (2 новые пары).
· В третьем месяце вторая пара и две новые пары порождают в общем три новых пары, а старая вторая пара погибает (3 новые пары).
Закономерным является тот факт, что каждая пара кроликов порождает ещё две пары на протяжении жизни, а затем погибает.
Пусть популяция за месяц n будет равна F(n). В это время только те кролики, которые жили в месяце n-2, являются способными к размножению и производят потомков, тогда F(n-2) пар прибавится к текущей популяции F(n-1). Таким образом,  общее количество пар будет равно F(n) = F(n-1) + F(n-2).
Формула Бине
Формула Бине выражает в явном виде значение Fn как функцию от n:
[image: F_n = \frac{\left(\frac{1 + \sqrt{5}}{2}\right)^n - \left(\frac{1 - \sqrt{5}}{2}\right)^n}{\sqrt{5}} = \frac{\phi^n - (-\phi )^{-n}}{\phi - (-\phi )^{-1}}],
где [image: \phi=\frac{1 + \sqrt{5}}{2}] — золотое сечение. При этом [image: \phi\,\!]и [image: (-\phi )^{-1}=1-\phi\,\!]являются корнями квадратного уравнения [image: x^2-x-1=0\,\!].
Из формулы Бине следует, что для всех [image: n\geqslant 0], Fn есть ближайшее к [image: \frac{\phi^n}{\sqrt{5}}\,]целое число, то есть [image: F_n = \left\lfloor\frac{\phi^n}{\sqrt{5}}\right\rceil]. В частности, справедлива асимптотика [image: F_n\sim \frac{\phi^n}{\sqrt{5}}].
Формула Бине может быть аналитически расширена следующим образом:
[image: F_z = \frac{1}{\sqrt{5}} \left( \phi^z - \frac{\cos{\pi z}}{\phi^z} \right)]
Причем соотношение Fz + 2 = Fz + 1 + Fz выполняется для любого комплексного z.
Тождества
· [image: F_1+F_2+F_3+\dots+F_n=F_{n+2}-1]
· [image: F_1+F_3+F_5+\dots+F_{2n-1}=F_{2n}]
· [image: F_2+F_4+F_6+\dots+F_{2n}=F_{2n+1}-1]
· [image: F_{n+1}F_{n+2}^{}-F_nF_{n+3}=(-1)^{n+1}]
· [image: F_1^2+F_2^2+F_3^2+\dots+F_{n}^2=F_nF_{n+1}]
· [image: F_n^2+F_{n+1}^2=F_{2n+1}]
· [image: F_{2n}=F_{n+1}^2-F_{n-1}^2]
· [image: F_{3n}=F_{n+1}^3+F_n^3-F_{n-1}^3]
И более общие формулы:
· [image: F_{n+m}^{}=F_{n-1}F_{m}+F_{n}F_{m+1}]
· [image: F_{(k+1)n}^{}=F_{n-1}F_{kn}+F_nF_{kn+1}]
· [image: F_n^{}=F_lF_{n-l+1}+F_{l-1}F_{n-l}]
· Числа Фибоначчи представляются значениями континуант на наборе единиц: [image: F_n = K_n(1,\dots,1)], то есть
[image: F_n =
\det \begin{pmatrix} 
1 & 1    & 0 &\cdots & 0 \\ 
-1  & 1  & 1 &  \ddots    & \vdots\\
0   & -1   & \ddots &\ddots & 0 \\
\vdots & \ddots  & \ddots   &\ddots & 1 \\ 
0 & \cdots & 0 & -1 & 1
\end{pmatrix}], а также [image: \ F_{n+1} =
\det \begin{pmatrix} 
1 & i    & 0 &\cdots & 0 \\ 
i  & 1  & i &  \ddots    & \vdots\\
0   & i   & \ddots &\ddots & 0 \\
\vdots & \ddots  & \ddots   &\ddots & i \\ 
0 & \cdots & 0 & i & 1\end{pmatrix}],
где матрицы имеют размер [image: n\times n], i —мнимая единица.
· Числа Фибоначчи можно выразить через многочлены Чебышёва:
[image: F_{n+1} = (-i)^n U_n\left(\frac{-i}{2}\right) = (-i)^n T_n(-i)]
[image: F_{2n+2} = U_n\left(\frac{3}{2}\right) = T_n(3)]
· Для любого n,
[image: \begin{pmatrix} 1 & 1 \\ 1 & 0 \end{pmatrix}^n =
       \begin{pmatrix} F_{n+1} & F_n \\
                       F_n   & F_{n-1} \end{pmatrix}.]
· Следствие. Подсчёт определителей даёт
[image: (-1)^n = F_{n+1} F_{n-1} - F_n^2]
Свойства
· Наибольший общий делитель двух чисел Фибоначчи равен числу Фибоначчи с индексом, равным наибольшему общему делителю индексов, т. е. (Fm,Fn) = F(m,n). Следствия: 
· Fm делится на Fn тогда и только тогда, когда m делится на n (за исключением n = 2). В частности, Fm делится на F3 = 2 (то есть является чётным) только для m = 3k; Fm делится на F4 = 3 только для m = 4k; Fm делится на F5 = 5 только для m = 5k и т. д.
· Fm может быть простым только для простых m (с единственным исключением m = 4). Например, число F13 = 233 простое, и его индекс 13 также прост. Обратное не верно, наименьший контрпример — [image: F_{19}=4181=37\cdot 113]. Неизвестно, бесконечно ли множество чисел Фибоначчи, являющихся простыми.
· Последовательность чисел Фибоначчи является частным случаем возвратной последовательности, её характеристический многочлен x2 - x - 1 имеет корни [image: ~\phi]и [image: -\frac{1}{\phi}].
· Отношения [image: \frac{F_{n+1}}{F_n}]являются подходящими дробями золотого сечения φ и, в частности, [image: \lim_{n\to\infty}\frac{F_{n+1}}{F_n}=\phi].
· Суммы биномиальных коэффициентов на диагоналях треугольника Паскаля являются числами Фибоначчи ввиду формулы
[image: F_{n+1} = \sum_{k=0}^{\lfloor n/2\rfloor} {n-k\choose k}].
· В 1964 Дж. Кон (J. H. E. Cohn) доказал, что единственными точными квадратами среди чисел Фибоначчи являются числа Фибоначчи с индексами 0, 1, 2, 12: F0 = 02 = 0, F1 = 12 = 1, F2 = 12 = 1, F12 = 122 = 144. При этом для n=0,1,12 верно утверждение Fn = n2.
· Производящей функцией последовательности чисел Фибоначчи является:
[image: 0 + x + x^2 + 2 x^3 + 3 x^4 + 5 x^5 + \dots = \sum_{n=0}^{\infty} F_n x^n = \frac{x}{1-x-x^2}]
· Множество чисел Фибоначчи совпадает с множеством положительных значений многочлена
    z(x,y) = 2xy4 + x2y3 − 2x3y2 − y5 − x4y + 2y,
на множестве неотрицательных целых чисел x и y .
· Произведение и частное двух любых различных чисел Фибоначчи, отличных от единицы, никогда не является числом Фибоначчи.
· Последние цифры чисел Фибоначчи образуют периодическую последовательность с периодом 60, последняя пара цифр чисел Фибоначчи образует последовательность с периодом 300, последние три цифры — с периодом 1500, последние четыре — с периодом 15000, последние пять — с периодом 150000 и т. д.
Вариации и обобщения
Числа Фибоначчи являются частным случаем последовательностей Люка [image: ~F_n = U_n(1,-1)], при этом их дополнением являются числа Люка [image: ~L_n = V_n(1,-1)].
В других областях
В природе
· Расстояния между листьями (или ветками) на стволе растения относятся примерно как числа Фибоначчи.
В культуре
· Светящиеся числа Фибоначчи от 1 до 55 прикреплены на дымовой трубе Turku Energia.
В интерьерном и ландшафтном дизайне
· Ряд Фибоначчи используется для вычисления гармоничных пропорций, например, соотношение высоты помещения к высоте декорирования стен различными материалами или соотношение высот нескольких деревьев в группе. 
В литературе
· Американский писатель фантаст Дэн Браун, в книге «Код да Винчи», описал последовательность Фибоначчи, как лже-шифр.
Литература
· Н. Н. Воробьёв Числа Фибоначчи. — Наука, 1978. — Т. 39. — (Популярные лекции по математике).
· А. И. Маркушевич Возвратные последовательности. — Гос. Издательство Технико-Теоретической Литературы, 1950. — Т. 1. — (Популярные лекции по математике).
· А. Н. Рудаков Числа Фибоначчи и простота числа 2127-1 // Математическое Просвещение, третья серия. — 2000. — Т. 4.
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