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                                      ВВЕДЕНИЕ

Нас окружают предметы; некоторые из них выделяются красивыми формами, которые удивляют и радуют нас своей гармоничностью, соразмерностью, симметрией. 
В 8 классе мы посетили Геологический музей.

Среди  камней мы увидели  камни такой формы, как будто их кто-то тщательно выпиливал, шлифовал, полировал. Правильные  и совершенные формы этих камней, безукоризненная гладкость их граней поразили нас. Трудно поверить, что такие идеальные многогранники образовались сами, без помощи человека. Камни, сделанные  природой, с правильной, симметричной, многогранной формой, называются кристаллами. 

Мы решили создать свою коллекцию природных кристаллов, но для  её изготовления нужны знания о многогранниках.

Среди этих кристаллов мы смогли выделить кристаллы,  имеющие форму известных нам многогранников: куб, призма, пирамида, параллелепипед.

 Но! Среди кристаллов  выделяются  кристаллы, имеющие симметричные, правильные формы  или почти правильные геометрические формы, названия которых мы не знаем. 

Актуальность выбранной  темы вызвана стремлением получить ответы на вопросы: Какие  существуют  многогранники? Сколько их? Каким кристаллам соответствуют какие многогранники?
 Цель проекта: создание  коллекции природных кристаллов.
 Задачи:

· Познакомиться с  многогранниками.
· Соотнести форму кристалла с  многогранником.
· Изготовить модели многогранников.
Предмет исследования: кристаллы, имеющие форму многогранников.

Объект исследования: многогранники.
Предполагаемая гипотеза: в ходе работы над проектом, мы познакомимся с многогранниками,  формы которых имеют природные кристаллы, узнаем  историю возникновения многогранников, их свойства, что поможет нам при построении моделей нужных многогранников, а значит и для создания  коллекции кристаллов.
Методы исследования: поиск информации, наблюдение, классификация, сравнительный анализ, обобщение.
Этапы работы над проектом:

· 1 этап – сентябрь:

- выбор темы;
- составление плана работы;
- выбор методов работы над литературой, научными источниками.
· 2 этап – октябрь – ноябрь:
              - сбор информации;
    - анализ и обобщение собранного материала;
    - выполнение исследовательской и практической части;
    - письменное изложение результатов исследования;
    - формулировка выводов.
· 3 этап – декабрь:
- проверка текста научным руководителем;
- внесение исправлений;
- оформление работы.
· 4 этап – январь:
- подготовка к защите: написание текста выступления, отбор необходимых материалов для демонстрации во время защиты;
- рецензирование;
- защита проекта.
                                                 Глава 1.
Многогранники.
Сначала дадим определение многогранника.

Определение 1. Многогранником называется тело, граница которого состоит из многоугольников. Многогранники могут быть выпуклыми и невыпуклыми.

Определение 2. Многогранник называется выпуклым, если вместе с любыми двумя своими точками он содержит  и соединяющий их отрезок.
С некоторыми  многогранниками  мы уже знакомы – это призмы и частные их случаи: параллелепипед, прямоугольный параллелепипед, куб, пирамиды. 

Рассмотрим известные нам многогранники и заполним таблицу, в которой В – число вершин, Р – число рёбер, Г – число граней многогранника. 
Из таблицы непосредственно видно, что для всех выбранных многогранников имеет место равенство В – Р + Г = 2. Оказывается, что это равенство справедливо не только для рассмотренных многогранников, но и для произвольного выпуклого многогранника. Это свойство выпуклых многогранников открыл и доказал Леонард Эйлер в 1752 году и получило название теоремы Эйлера. 

1.1 Теорема Эйлера
ТЕОРЕМА: Для любого выпуклого многогранника имеет место равенство В – Р + Г = 2 (*) ,    где В – число вершин, Р – число рёбер, Г – число граней многогранника.
Доказательство:

Представим поверхность данного многогранника сделанной из эластичного материала. Удалим (вырежем) одну из его граней и оставшуюся поверхность растянем на плоскости. Получим сетку. Она содержит 
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=Г-1 многоугольников (которые, по-прежнему, будем называть гранями), В вершин и Р рёбер.

Если для этой сетки выполняется соотношение  В – Р + 
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 = 1 (**), то для исходного многогранника будет справедливо соотношение (*). 

Покажем, что соотношение (**) не изменится, если в каком – нибудь треугольнике сетки провести диагональ. Если мы проведем диагональ, то в сетке будет В вершин, Р + 1 ребер и 
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 +1 граней, и, следовательно, В –(Р+1) + (
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+1)=В – Р +
[image: image5.wmf]Г

¢

.  Пользуясь этим свойством, проведём в сетке диагонали, разбивающие входящие в неё многоугольники на треугольники  и для полученной сетки покажем выполнимость соотношения (**). Для этого будем последовательно убирать внешние рёбра сетки, уменьшая в ней количество треугольников. При этом возможны два случая:
а) для удаления одного треугольника понадобится снять два ребра;
б) для удаления другого треугольника потребуется снять одно ребро.

В обоих случаях соотношение (**) не изменится. Например, в первом случае после удаления треугольника сетка будет состоять из В – 1 вершин, Р – 2 рёбер, 
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 - 1 граней,  (В – 1) – (Р – 2) + (
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 - 1) = В – Р + 
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Во втором случае, после удаления треугольника сетка будет состоять из В вершин, Р – 1 рёбер и 
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 - 1 граней, В – (Р – 1) + (
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 - 1) = В – Р + 
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Таким образом, удаление одного треугольника не меняет соотношение (**).

Продолжая этот процесс удаления треугольников, в конце концов, мы придём к сетке, состоящей из одного треугольника. Для такой сетки В = 3, Р = 3, 
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=1, и, следовательно, В – Р + 
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= 1. Значит соотношение (**) имеет место и для исходной сетки, откуда окончательно получаем, что для данного многогранника справедливо соотношение (*). Что и требовалось доказать.
1.2  Правильные многогранники.
                                                     «Ни одни геометрические тела не обладают
 таким совершенством и красотой, 
как правильные многогранники».
Из всего многообразия выпуклых многогранников своим совершенством выделяются правильные многогранники.

Определение: Выпуклый многогранник называется правильным, если его гранями являются равные правильные многоугольники и в каждой вершине сходится одинаковое число граней.

Теорема. Существуют ровно пять правильных выпуклых многогранников. (Их называют также телами Платона). 
Доказательство. По формуле Эйлера: В + Г = Р + 2. Найдем число Р. Во – первых, в каждой грани n ребер, поэтому общее число ребер Р равно nГ. Учитывая, что каждое ребро мы при этом считаем дважды, получаем 2Р=nГ. Следовательно, Г=2Р/n.Во– вторых, в каждой вершине сходится k ребер, поэтому аналогично предыдущему случаю: 2Р=kB. Следовательно, В=2Р/k. Подставляя в формулу Эйлера полученные выражения для Г и В, получим: 2Р/n + 2Р/k = Р + 2, откуда  
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Полученное равенство возможно лишь в случае, если 
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Учтем, что n[image: image16.bmp]3, k[image: image17.bmp]3. Простым перебором убеждаемся, что возможны только следующие случаи:

 (1) k=3 n=3;  (2) k=3 n=4; (3) k=3  n=5, (4) k=4, n=3;   (5) k=5,n=3.   
Следовательно, возможные варианты для (k,n) исчерпываются следующими: (3;3), (3;4), (3;5), (4;3), (5;3).
Таким образом, существует пять правильных многогранников -это тетраэдр ( 1), гексаэдр (куб) ( 2), октаэдр ( 3), додекаэдр (4), икосаэдр ( 5).
 Доказательство факта, что имеется лишь 5 правильных многогранников можно провести другим способом.
Рассмотрим возможные правильные многогранники, и прежде всего те из них, гранями которых являются правильные треугольники.

Наиболее простым таким правильным многогранником является треугольная пирамида, грани которой правильные треугольники. В каждой вершине сходятся по три грани. Сумма плоских углов не превышает 360º. Многогранник называется правильным тетраэдром.
В вершине может сходится и четыре грани – правильные треугольники, так как в этом случае сумма плоских углов равна 60º ·4=240º < 360º.  Такой многогранник называется октаэдром.
В вершине может сходиться и пять граней – правильные треугольники, так как в этом случае сумма плоских углов равна 60º ·5=300º < 360º.  Такой многогранник называется икосаэдром.
В вершине не может сходиться более пяти граней – правильных треугольников, так как в этом случае сумма плоских углов равна 60º ·6=360º < 360º, что неверно . Значит, правильных многогранников, гранями которых являются правильные треугольники, только три, других нет.

Рассмотрим многогранники, в вершинах которых сходятся квадраты – правильные четырёхугольники. 

В вершине может сходиться  три грани– правильные четырехугольники, так как в этом случае сумма плоских углов равна 90º ·3=270º < 360º.  Такой многогранник называется гексаэдром (кубом).
В вершине не может сходиться более трёх граней – правильных четырехугольников, так как в этом случае сумма плоских углов равна  90 ·4=360º < 360º, что неверно. Значит, правильных многогранников, гранями которых являются правильные четырёхугольники, только один, других нет. 

Рассмотрим многогранники, в вершинах которых сходятся правильные пятиугольники. 

В вершине может сходиться  три грани– правильные пятиугольники, так как в этом случае сумма плоских углов равна 108º ·3=324º < 360º.  Такой многогранник называется додекаэдр.
В вершине не может сходиться более трёх граней – правильных пятиугольников, так как в этом случае сумма плоских углов равна  108 ·4=432º < 360º, что неверно. Значит, правильных многогранников, гранями которых являются правильные пятиугольники, только один, других нет. 

Рассмотрим многогранники, в вершинах которых сходятся правильные шестиугольники.
В вершине не могут сходится грани – правильные шестиугольники, так как даже в случае схождения трёх граней,  сумма плоских углов равна 120º ·3=360º < 360º, что неверно . А поскольку в вершинах выпуклого многогранника не могут сходится правильные многоугольники с числом сторон больше пяти, то других правильных многогранников не существует.
Правильных многогранников – пять.

Пять правильных тел изучали Театет, Платон, Евклид, Гипсикл, Папп. Пифагорейцы считали многогранники  божественными. Древнегреческий учёный  Платон связал с этими телами формы атомов основных стихий природы. В идеалистической картине мира, данной великим древнегреческим мыслителем Платоном, 4 многогранника олицетворяли 4 стихии. Пятый же многогранник, додекаэдр,  символизировал всё мироздание. 
«Правильных многогранников вызывающе мало», - написал когда-то Л.Кэрролл, - «но этот весьма скромный по численности отряд сумел пробраться в самые глубины различных наук».

1.3 Полуправильные многогранники.
Определение: Полуправильным многогранником называется выпуклый многогранник, гранями которого являются  правильные многоугольники, возможно, и с разным числом сторон, но в каждой вершине которого сходится одинаковое число граней. 
Существует 13 полуправильных многогранников, называемых телами Архимеда, которые он впервые открыл и описал. Самые простые из них получаются из правильных многогранников операцией «усечения», состоящей в отсечении плоскостями углов многогранника. 

Если срезать углы тетраэдра плоскостями, каждая из которых отсекает третью часть его ребер, выходящих из одной вершины, то получим усеченный тетраэдр, имеющий 8 граней. Из них 4- правильные шестиугольники и 4-правильные треугольники. В каждой вершине этого многогранника сходятся 3 грани. 
Если указанным образом срезать вершины октаэдра и икосаэдра, то получим соответственно усеченный октаэдр и усеченный икосаэдр. 
Обратите внимание, что футбольный мяч изготавливают в форме усеченного икосаэдра. 
Из куба и додекаэдра также можно получить усеченный куб и усеченный додекаэдр. Для того чтобы получить еще один полуправильный многогранник, проведем в кубе отсекающие плоскости через середины ребер, выходящих из одной вершины. В результате получим кубооктаэдр. Его гранями являются  6 квадратов, как у куба, и 8 правильных треугольников, как у октаэдра. Отсюда его название - кубооктаэдр. Аналогично, если в додекаэдре отсекающие плоскости провести через середины ребер, выходящих из одной вершины, то получим многогранник, который называется икосододекаэдром. У него 20 граней - правильные треугольники и 12 граней- правильные пятиугольники, то есть все грани икосаэдра и додекаэдра. К последним двум многогранникам снова можно применить операцию усечения. Получим усеченный кубооктаэдр и усеченный икосододекаэдр. Мы рассмотрели 9 из 13 описанных Архимедом полуправильных многогранников. 4 оставшихся – многогранники более сложного типа: ромбокубооктаэдр, он состоит из граней куба и октаэдра, к которым добавлены еще 12 квадратов, ромбоикосододекаэдр, состоящий из граней икосаэдра, додекаэдра и еще 30 квадратов. Курносый куб и курносый додекаэдр, которые состоят из граней куба или додекаэдра, окруженных правильными треугольниками. Мы видим, что каждое тело Архимеда состоит из двух или трех типов граней: квадраты, треугольники, пятиугольники и треугольники, квадраты, пятиугольники и треугольники.

                                                         ГЛАВА 2.

Виртуальная выставка кристаллов. 

Теперь, когда мы познакомились с правильными и полуправильными многогранниками, соотнесем формы кристаллов с формами многогранников. Проведенное исследование показало, что 

Кристаллы поваренной соли имеют форму куба.
Кристаллы льда и горного хрусталя  (кварца) имеют форму шестиугольной призмы, на основания которой поставлены шестиугольные пирамиды.

Исландский шпат, который раздваивает изображение, имеет форму ромбоэдра  (косого параллелепипеда) или скаленоэдра (тригональный скаленоэдр представляет собой двенадцатигранник наподобие дипирамиды с гранями в виде неравносторонних треугольников).
Алмаз чаще всего встречается в виде октаэдра, иногда куба и даже кубооктаэдра.

Пирит – куб или октаэдр, иногда встречается в виде кубооктаэдра.

Кристалл граната имеет форму ромбододекаэдра (двенадцатигранник, гранями которого являются двенадцать равных ромбов).  Для граната настолько типичны двеннадцатигранные кристаллы, что форма такого многогранника получила название гранатоэдра.

Бериллы (изумруды) – аквамарины и гелиодоры  встречаются в виде призмы. 

Магнетит встречается в природе в форме октаэдра.

И это позволило нам создать виртуальную выставку кристаллов, что отражено в нашей презентации. 

Глава 3
Выводы

Нами была проделана работа, в ходе которой мы узнали, что некоторые кристаллы имеют формы правильных и полуправильных многогранников. 
Знание свойств, математических закономерностей, помогли нам сделать модели многогранников, а значит создать коллекцию кристаллов и виртуальную, и наглядную – с помощью моделей правильных и полуправильных многогранников. 
Заключение.

В ходе исследований мы узнали, что не только кристаллы имеют форму многогранников, но и живые организмы - вирусы, белки. Эта тема нас заинтересовала, и мы продолжим наши исследования в этой области.
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