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                                               Введение 
При решении многих задач используется логический метод рассуждения — "от противного". В моей  работе  рассмотрена одна из его форм — принцип Дирихле. Этот принцип утверждает, что если множество из N элементов разбито на n непересекающихся частей, не имеющих общих элементов, где N>n то, по крайней мере, в одной части будет более одного элемента. Принцип назван в честь немецкого математика Дирихле (1805-1859), который успешно применял его к доказательству арифметических утверждений. 
По традиции принцип Дирихле объясняют на примере "зайцев и клеток". Если мы хотим применить принцип Дирихле при решении конкретной задачи, то нам предстоит разобраться, что в ней — "клетки", а что — "зайцы". Это обычно является самым трудным этапом в доказательстве... 
 
Формулировка принципа Дирихле 
Самая популярная формулировка принципа Дирихле звучит так: 
ФОРМУЛИРОВКА 1. "Если в «n» клетках сидит n+1 или больше зайцев, то найдётся клетка, в которой сидят по крайней мере два зайца". 
Заметим, что в роли зайцев могут выступать различные предметы и математические объекты - числа, отрезки, места в таблице и т. д. 
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Принцип Дирихле можно сформулировать на языке множеств и отображений. 
ФОРМУЛИРОВКА 2. "При любом отображении множества «P», содержащего n+1 элементов, в множество Q, содержащее n элементов, найдутся два элемента множества «P», имеющие один и тот же образ". 
Несмотря на совершенную очевидность этого принципа, его применение является весьма эффективным методом решения задач, дающим во многих случаях наиболее простое и изящное решение. Однако во всех этих задачах часто нелегко догадаться, что считать "зайцем", что - "клеткой", и как использовать наличие двух "зайцев", попавших в одну "клетку". С помощью принципа Дирихле обычно доказывается существование некоторого объекта, не указывая, вообще говоря, алгоритм его нахождения или построения. Это даёт так называемое неконструктивное доказательство - мы не можем сказать, в какой именно клетке сидят два зайца, а знаем только, что такая клетка есть. 
                                                                      
Приводимые ниже теоремы и задачи показывают, что природа "зайцев" и "клеток" в различных задачах может сильно отличаться друг от друга. 
                                      

Задача 1. В хвойном лесу растут 800000 елей. На каждой ели - не более 500000 иголок. Доказать, что существуют хотя бы две ели с одинаковым числом иголок. 
Решение. Предположим противное, то есть, предположим, что в этом лесу не существуют две ели с одинаковым числом иголок. Тогда существует не более одной ели (одна ель или ни одной), имеющей одну иголку. Аналогичным образом, ели с двумя иголками и т.д., не более одной ели с 499999 иголками, не более одной ели с 500000 иголками. Таким образом, не более 500000 елей обладают числом иголок от 1 до 500000. Поскольку всего растут 800000 елей, и каждая ель имеет не более 500000 иголок, следует, что найдутся хотя бы две ели с одинаковым числом иголок. 
Замечание. Легко заметить, что решение в сути не зависит от конкретных чисел 800000 (количество елей) и 500000 (наибольшее число иголок). Принципиально был использован тот факт, что число 800000 строго больше 500000. В доказательстве предполагалось, что нет ни одной ели без иголок, хотя задача и доказательство справедливы и в этом случае. 
Теперь сформулируем принцип Дирихле. 
Пусть в «n» коробок помещены «k» предметов. Если количество предметов больше количества коробок (k > n), тогда существует хотя бы одна коробка, в которой бы находилось 2 предмета. 
Примечание. Отметим, что не важно, в какой именно коробке находятся по крайней мере два предмета. Также не имеет значение, сколько предметов в этой коробке, и сколько всего таких коробок. Важно то, что существует хотя бы одна коробка с не менее чем двумя предметами (два или более). 
Вернемся к задаче 1. Решим эту задачу, используя принцип Дирихле. Пусть имеются 500000 коробок, соответственно пронумерованных 1,2,3,...,500000. Помещаем (мысленно) в эти коробки 800000 елей следующим образом: в ящик с номером «s» помещаем ели, на которых ровно «s» иголок. Поскольку елей, то есть "предметов", больше, чем коробок, следует, что по крайней мере одна коробка будет содержать не менее двух предметов, то есть, не менее двух елей. Так как в одной и той же коробке находятся ели с одинаковым числом иголок, приходим к выводу, что существуют хотя бы две ели с одинаковым количеством  иголок. 
Конечно, задача 1, как мы убедились, очевидна, и легко может быть решена без помощи принципа Дирихле. Поэтому, естественно, возникает вопрос: "Для чего тогда нужен принцип Дирихле?" В дальнейшем мы увидим, что некоторые задачи не так очевидны при непосредственном решении, но в то же время достаточно просто решаются при помощи принципа Дирихле. Простота решения в значительной степени зависит от того, насколько удачно будут выбраны "коробки" и "предметы". То есть, при использовании принципа Дирихле необходимо указать, что (кто) будет "коробкой", а что (кто) - "предметом". 

Задача 2.
Доказать, что если прямая «l», расположенная в плоскости треугольника ABC, не проходит ни через одну из его вершин, то она не может пересечь все три стороны треугольника. 






Решение:
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Полуплоскости, на которые прямая l разбивает плоскость треугольника ABC, обозначим через q1 и q2; эти полуплоскости будем считать открытыми (то есть не содержащими точек прямой l). Вершины рассматриваемого треугольника (точки A, B, C) будут "зайцами", а полуплоскости q1 и q2 - "клетками". Каждый "заяц" попадает в какую-нибудь "клетку" (ведь прямая l не проходит ни через одну из точек A, B, C). Так как "зайцев" три, а "клеток" только две, то найдутся два "зайца", попавшие одну "клетку". Иначе говоря, найдутся такие две вершины треугольника ABC, которые принадлежат одной полуплоскости.
Пусть, скажем, точки A и B находятся в одной полуплоскости, то есть лежат по одну сторону от прямой l. Тогда отрезок AB не пересекается с l. Итак, в треугольнике ABC нашлась сторона, которая не пересекается с прямой l. 
Задача  3.
 Внутри равностороннего треугольника со стороной 1 расположено 5 точек. Доказать, что расстояние между некоторыми двумя из них меньше 0,5. 
Решение: 
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Средние линии правильного треугольника со стороной 1 разбивают его на четыре правильных треугольника со стороной 0,5. Назовём их "клетками", а точки будем считать "зайцами". По принципу Дирихле из пяти точек хотя бы две окажутся в одном из четырёх треугольников (См. рисунок). Расстояние между этими точками меньше 0,5, поскольку точки не лежат в вершинах треугольничков. (Здесь использована известная лемма о том, что длина отрезка, расположенного внутри треугольника, меньше длины его наибольшей стороны.) 
Задача 4. Доказать, что среди шести целых чисел найдутся два числа, разность которых делится на 5. 
Решение. Рассмотрим 5 коробок, пронумерованных 0,1,2,3,4, - цифрами, представляющими собой остатки от деления на 5. Распределим в эти коробки шесть произвольных целых чисел в соответствии с остатком от деления на 5, то есть, в одну и ту же коробку помещаем числа, имеющие одинаковый остаток от деления на 5. Поскольку чисел ("предметов") больше, чем коробок, согласно принципу Дирихле, существует одна коробка, содержащая более одного предмета. То есть, существуют (по крайней мере) два числа, помещенные в одну и ту же коробку. Следовательно, существуют два числа с одинаковым остатком от деления на 5. Тогда, разность этих чисел делится на 5. 
Задача 5. Доказать, что для любого натурального числа n ≥ 1, существует натуральное число, состоящее из цифр 0 и 5, делящееся на «n». 
Решение. Рассмотрим натуральные числа 
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и распределим эти "предметы" в "коробки" пронумерованные 0,1,...,n-1 (цифрами, представляющими собой остатки от деления на n). В коробку «s» помещаем число ak , которое имеет остаток от деления на «n», равный «s». 
Если в коробке с номером 0 находится один "предмет" (то есть, одно число), тогда задача решена. В противном случае «n» "предметов" находятся в n-1 "коробках". Согласно принципу Дирихле, существуют два "предмета" (числа), находящиеся в одной и той же коробке. То есть, существуют два числа, имеющие одинаковый остаток от деления на n. Их разность будет делится на n, и как легко заметить, разность чисел, состоящих из цифр 0 и 5, также будет числом, состоящим из 0 и 5
Задача 6. В зале находятся n человек (n ≥ 2). Доказать, что среди них найдутся два человека с одинаковым числом знакомых (предполагается, что если человек A является знакомым человека B, то и B является знакомым A; никто не считается своим собственным знакомым). 



Решение. 
Обозначим через «m» количество человек, которые имеют хотя бы одно знакомство в зале (это и будут "предметы"). Каждый из этих «m» человек может иметь 1,2,...,m-1 знакомых ("коробки" - число знакомых). 
Согласно принципу Дирихле, существуют два человека с одинаковым числом знакомых. 
При решении некоторых задач полезно применять обобщенный принцип Дирихле. 
Если pn+1 предметов поместить в n коробок, тогда хотя бы одна коробка будет содержать по крайней мере p+1 предметов. 
Задача 7.
 Пусть M - множество, состоящее из «n» целых чисел. Доказать, что существует подмножество M1 множества M такое, что сумма элементов множества M1 делилась бы на «n». 


Решение. Пусть M = {a1,a2,...,an}. Рассмотрим следующие суммы 
	S1 = a1, 

	

	S2 = a1 + a2, 

	... 

	Sn = a1 + a2 + ... + an. 


Если одно из чисел Sk (k = 1,...,n) не делится на n, тогда остатки от деления на n будут 1,2,...,n - 1. Так как имеются n сумм и n - 1 остатков, то по крайней мере две суммы дадут одинаковый остаток от деления на n. Пусть Sk и Sm (1 ≤ k < m ≤ n) - две из них. Тогда Sm - Sk делится на n, и искомое множество есть {ak+1, ... ,am}. 

В ряде задач применяют следующее обобщение принципа Дирихле. 
ФОРМУЛИРОВКА 3. "Если nk+1 зайцев размещены в n клетках, то найдутся k+1 зайцев, которые посажены в одну клетку (n, k- натуральные числа)". 
Обобщенный принцип Дирихле также достаточно очевиден: если бы в каждой клетке сидело не более «k» зайцев, то во всех клетках было бы не более nk зайцев, что противоречит условию. Обобщение принципа используют, когда требуется выявить несколько (три и более) объектов, обладающих некоторым свойством. Разберём несколько примеров. 
Задача 8. В прямоугольнике 5×6 закрашено 19 клеток. Докажите, что в нём можно выбрать квадрат 2×2, в котором закрашено не менее трёх клеток. 
Решение: 
	[image: ]


Разделим прямоугольник на 6 частей по 5 клеток (Cм. рисунок). Согласно принципу Дирихле в одной из этих частей будет закрашено не менее 4 клеток. Тогда в квадрате 2×2, содержащемся в этой части, закрашено либо 3, либо 4 клетки. Это и будет искомый квадрат. 
Задача 9. В классе 25 человек. Известно, что среди любых трёх из них есть двое друзей. Докажите, что есть ученик, у которого не менее 12 друзей. 


Решение:
 Выберем любых двух учеников класса, которые не дружат между собой. (Если таких нет, то все ученики класса дружат между собой, значит, у каждого имеется 24 друга, и задача решена.) Из оставшихся 23 учеников каждый дружит с одним из этих двух, иначе мы имели бы тройку учеников, среди которых не было бы друзей. Тогда у одного из выбранных двух учеников не менее 12 друзей. (23 "зайца" рассажены в двух "клетках".) 
Задача 10. На плоскости даны 25 точек таким образом, что две точки из любых трех расположены на расстоянии меньше 1. Доказать, что существует круг радиуса 1, содержащий не менее 13 из данных точек. 
Решение. Пусть A - одна из данных точек. Если остальные точки находятся внутри круга S1 радиуса 1 с центром в точке A, тогда задача решена. Пусть B - одна из точек, лежащих вне круга S1. Рассмотрим круг S2 радиуса 1 с центром в точке B. Среди точек A, B, C, где C - произвольная из данных точек, существуют две, расстояние между которыми меньше 1. Более того, этими точками не могут быть A и B. 
Таким образом, круги S1 и S2 содержат все исходные точки. То есть, один из этих кругов содержит не менее 13 точек. 


Принцип Дирихле в теории чисел 
Следующую теорему часто используют в школьном курсе алгебры, но доказательство не рассматривают. Его очень просто получить с помощью принципа Дирихле. 
ТЕОРЕМА 1. Пусть p, q - натуральные числа, p < q. Если обыкновенную дробь p/q обратить в десятичную, то получится либо конечная, либо бесконечная периодическая десятичная дробь, причём длина периода не превосходит q-1. 
Доказательство
 Будем делить «p» на «q» "уголком" и следить за остатками. Если на каком-то шаге остаток будет нулевым, то получится конечная дробь. Если же все остатки будут отличны от нуля, то рациональное число p/q запишется в виде бесконечной десятичной  дроби. Докажем, что она будет периодической. Каждый раз при нахождении очередной цифры частного будет получаться в остатке одно из чисел 1, 2, ..., q-1. Эти возможные значения остатков мы и будем считать "клетками", так что всего имеется q-1 "клеток". "Зайцами" же будут остатки, которые получаются в действительности при выполнении деления . Рассмотрим первых q "зайцев". Так как их на 1 больше, чем число "клеток", то какие-то два "зайца" попадут в одну "клетку". Другими словами, не позже, чем через q - 1 шагов начнут повторяться остатки, а вслед за этим - и цифры в частном. Действительно, если на некотором шаге повторился остаток, то, приписав как обычно к нему 0, мы получим то же число, что было прежде, а, значит, снесём в частное ту же самую цифру, что и раньше; поэтому наши действия начнут повторяться. Таким образом, получится периодическая десятичная дробь с периодом длиной не более q - 1. 
С давних пор математиков интересовал вопрос о существовании функций f(k), значениями которых при всех натуральных k являлись бы только простые числа. Известны функции, которые принимают подряд много простых значений. Например, Эйлер указал интересный многочлен x2 - x + 41, который при всех целых x от -39 до 40 включительно принимает только простые значения (т.е. при x = 0, ±1, ±2, . . . , ±39, 40). Однако при x = 41 и x = 42 значения этого многочлена будут уже составными числами. В общем случае многочлен с целыми коэффициентами не может при всех натуральных значениях аргумента принимать только простые значения. 
ТЕОРЕМА 2. Любой многочлен с целыми коэффициентами (отличный от константы) при некотором натуральном значении аргумента принимает значение, представляющее собой составное число. 
Доказательство:
 Пусть f(x) = a0xn + a1xn - 1 +. . . +an, где все ai- целые числа. Предположим, что при некотором k значение многочлена f(x)- простое число, т.е. f(k) = p, где p- простое. Многочлен степени n принимает одно и то же значение не более чем в «n» точках. (Действительно, если f(x) = y0 более чем в n точках x1, x2, . . ., xn + 1, то многочлен g(x) = f(x)-y0 имеет корни x1, x2, . . ., xn + 1, а, как известно, любой многочлен не может иметь более n действительных корней.) Покажем, что найдётся такое целое t, что f(k+pt) отлично от 0 и p. Нам поможет принцип Дирихле. Будем считать значени многочлена (в натуральных точках) "клетками", а натуральные числа вида k+pt "зайцами". Натуральное число N = k+pt будем помещать в "клетку", соответствующую значению многочлена f(N). Согласно высказанному выше утверждению, в "клетке" не может поместитьс больше n "зайцев". Так как "зайцев" много, то это значит, что f(k + pt) не может принимать только значени 0 и p при различных целых t, т.е. найдётся "заяц" k+pt, который не попадёт ни в "клетку" 0, ни в "клетку" p. Итак, при некотором t имеем: f(k + pt) № 0 и f(k + pt) № p. Разлагая f(k + pt) по степеням pt (используя бином Ньютона), получим 
		f(k+pt) = f(k) + c1pt + c2(pt)2 + . . . + cn(pt)n,





где все ci- некоторые целые числа. Поскольку f(k) = p, из предыдущего равенства получаем, что f(k + pt) делится на p, причём f(k + pt) № 0 и f(k + pt) № p, так что f(k + pt)- составное число. Теорема доказана. 
В доказательстве этой теоремы была применена несколько модифицированная форма принципа Дирихле. Далее мы расскажем о других его разновидностях, наиболее широко используемых в решениях аналитических и геометрических задач. 
Следующая теорема, сформулированная П.Ферма, является одним из самых фундаментальных фактов в теории делимости целых чисел и находит широкое применение как в теоретических исследованиях, так и в арифметических приложениях. 
МАЛАЯ ТЕОРЕМА ФЕРМА:
 Если p- простое число, а- целое число, не делящееся на p, то аp - 1 при делении на p даёт остаток 1, т. е. 
		аp - 1 є 1 (mod p).





Доказательство:
 Каждое из p - 1 чисел a, 2a, . . ., (p-1)a ("зайцев") даёт при делении на p ненулевой остаток (ведь a не делится на p): 
		a = k1p + r1,






		2a = k2p + r2,






		. . . . . . . . . . . . . . .






		(p - 1)a = kp - 1p + rp - 1.





Если число различных встречающихся здесь остатков ("клеток") меньше p - 1, то среди них найдутся по крайней мере два одинаковых ("в клетке по крайней мере два зайца"). Но это невозможно, так как при rn = rm число (n-m)a = (kn-km)p делится на p, что противоречиво, ибо |n-m| < p и a взаимно просто с p. Значит, все остатки r1, . . . , rp - 1 между собой различны и образуют перестановку чисел 1, 2, . . . , p - 1. Перемножая все предыдущие равенства, получаем 
		(p-1)! ap - 1 = N·p+ r1r2·. . .·rp - 1 = Np + (p-1)!,





где N- некоторое целое число. Следовательно, (p-1)!·(ap-1-1) делится на p, а тогда и ap - 1 - 1 делится на p. Теорема доказана. 
Следствие. Если p- простое число, то при любом целом a разность ap - a делится на p. 
Помимо малой теоремы Ферма применение принципа Дирихле к остаткам при делении встречается во многих других задачах элементарной теории чисел. Возможна следующая переформулировка принципа Дирихле:
"Среди p + 1 целых чисел найдутся два числа, дающие при делении на p один и тот же остаток". 
При делении с остатком на «p» может встретиться конечное число различных остатков: 0, 1, 2, . . . , p-1. Они то и играют здесь роль "клеток", а сами целые числа являются "зайцами". Так как чисел ("зайцев") больше, чем остатков ("клеток"), то хотя бы два числа "сидят в одной клетке", т.е. имеют одинаковые остатки при делении на p. Рассмотрим классические примеры. 
Задача 11.
 Первоклассник Петя знает только цифру 1. Доказать, что он может написать число, делящееся на 1997. 
Решение:
Рассмотрим последовательность a1 = 1, a2 = 11, . . . , an = = 11. . .1,  чисел, десятичная запись которых состоит из одних единиц. Поскольку существует лишь конечное число остатков от деления на 1997, а последовательность содержит бесконечно много членов, то, согласно принципу Дирихле, среди них найдутся два, дающих одинаковые остатки: ak и al (k > l). Их разность ak - al = 10l·ak - l делится на 1997. Так как 10l и 1997- взаимно просты, то ak - l делится на 1997. Это число Петя сможет записать. 
КИТАЙСКАЯ ТЕОРЕМА ОБ ОСТАТКАХ:
Если числа a1, a2, . . . , an попарно взаимно просты, то для любых остатков r1, r2, . . ., rn таких, что 0 Ј ri < ai при всех i = 1, 2, . . ., n, найдётся число N, которое при делении на ai даёт остаток ri при всех i = 1, 2, . . ., n. 
Доказательство:
 Применим индукцию по n. При n = 1 утверждение теоремы очевидно. Пусть теорема справедлива при n = k - 1, т.е. существует число M, дающее остаток ri при делении на ai при i = 1, 2, . . ., k - 1. Обозначим d = a1a2. . . ak - 1 и рассмотрим числа M, M + d, M + 2d, . . . , M + (ak - 1)d. Покажем, что хотя бы одно из этих чисел даёт остаток rk при делении на ak. Допустим это не так. Поскольку количество чисел равно ak, а возможных остатков при делении этих чисел на ak может быть не более чем ak - 1 (ведь ни одно число не даёт остаток rk), то среди них найдутся два числа, имеющих равные остатки (принцип Дирихле). Пусть это числа M + sd и M + td (0 Ј s Ј ak - 1 и 0 Ј t Ј ak - 1). Тогда их разность (M + sd) - (M + td) = (s - t)d делится на ak, что невозможно, т.к. 0 < |s - t| < ak и d = a1a2...ak - 1 взаимно просто с ak, ибо числа a1, a2, . . ., ak попарно взаимно просты (по условию). Противоречие. 
Таким образом, среди рассматриваемых чисел найдётся число N, которое при делении на ak даёт остаток rk. В то же время при делении на a1, a2, . . ., ak-1 число N даёт остатки r1, r2, . . ., rk-1 соответственно. Теорема доказана. 
Принцип Дирихле для длин и площадей 
Применительно к бесконечным множествам, имеющим меру, можно сформулировать утверждение, похожее на принцип Дирихле и столь же очевидное: 
"Если внутри множества меры V расположено несколько множеств, сумма мер которых больше V, то найдётся общий элемент, принадлежащий по крайней мере двум из этих множеств". 
Для отрезков и фигур это положение переписывается так: 
"Если на отрезке длины L расположено несколько отрезков с суммой длин больше L, то хотя бы два из них имеют общую точку"; 
"Если внутри фигуры площади S находится несколько фигур, имеющих сумму площадей больше S, то хотя бы две из них имеют общую точку". 
В ряде задач используется обобщение принципа, а также утверждение, в некотором смысле ему обратное: 
"Если на отрезке длины L расположено несколько отрезков, сумма длин которых больше L·k, то по крайней мере одна точка покрыта не менее чем k+1 из этих отрезков"; 
"Если сумма площадей нескольких фигур меньше S, то ими нельзя покрыть фигуру площади S". 
Задача 12.
 В квадрате площадью S расположено 100 фигур, сумма площадей которых больше 99S. Доказать, что у всех этих фигур есть общая точка. 
Решение
 Пусть S1, S2, . . . , S100- площади данных фигур, а Sў1, Sў2,, . . . , Sў100- площади фигур, дополняющих их до квадрата. Понятно, что Sk + Sўk = S. По условию S1+S2+. . .+S100 > 99S, поэтому 
Sў1+ Sў2+. . .+ Sў100 = (S- S1)+ (S- S2)+. . .+ (S- S100) = 100S-(S1+ S2+. . .+ S100) < 100S-99S = S. 
Таким образом, сумма площадей дополняющих фигур меньше площади квадрата, и, значит, они не могут покрыть весь квадрат (по принципу Дирихле), т.е. найдётся точка, не принадлежащая ни одной из них. Тогда эта точка принадлежит каждой из исходных фигур и является искомой. 

Задача 13.
 В круг радиуса 3 произвольным образом помещены несколько кругов, сумма радиусов которых равна 25. Доказать, что найдётся прямая, которая пересекает не менее девяти из этих кругов. 
Решение:
 Спроектируем все круги на произвольный диаметр AB большого круга (AB = 6). Сумма длин проекций, очевидно, равна сумме диаметров кругов, т.е. 50. Поскольку 50 > 8AB, то на отрезке AB есть точка, принадлежащая проекциям по крайней мере девяти кругов. Прямая, проходящая через эту точку и перпендикулярная диаметру AB,- искомая. 
Задача 14. Дана фигура площади больше «N». Доказать, что в ней найдутся N+1 точек, разности соответствующих координат которых - целые числа. 
Решение:
 Разобьём исходную фигуру параллельными прямыми, расположенными на расстоянии 1, на клетки. (В качестве таких прямых можно взять, например, линии целочисленной сетки.) Некоторые клетки будут покрываться фигурой полностью, другие- лишь частично. Выделим какую-нибудь одну клетку и с помощью параллельных переносов перенесём на эту клетку все кусочки фигуры, которые получились в результате её пересечения со всеми клетками. {Наглядно это можно описать так. Представьте, что фигура нарисована на клетчатой бумаге. Разрежьте бумагу по клеткам и сложите их в стопку, перенося их параллельно и не переворачивая, а затем спроектируйте стопку на выделенную клетку.} 
Площади проекций частей фигуры в сумме дадут площадь самой фигуры, т.е. больше N. Поэтому на выделенной клетке (площади 1) согласно принципу Дирихле найдётся точка X, покрытая не менее N+1 кусочками фигуры. Вернёмся теперь к исходной фигуре и отметим на ней N+1 точек, проектирующихся в точку X при переносе клеток. Эти точки будут искомыми, т.к. после переноса кусочка фигуры в выделенную клетку координаты каждой точки этого кусочка изменяются на целое число. 
Непрерывный принцип Дирихле 
Как правило, этот принцип применяется для нескольких чисел и их суммы. В общем виде для чисел он выглядит следующим образом: 
"Если сумма «n» чисел больше «S», то по крайней мере одно из этих чисел больше S/n". 
По-другому его можно сформулировать так: 
"Если среднее арифметическое нескольких чисел больше «a», то хотя бы одно из этих чисел больше a"; 
или в терминах "зайцев": 
"Если n кроликов съели «m» кг травы, то какой-то кролик съел не меньше «m/n» кг травы". 
Кроме того, существует простая геометрическая интерпретация непрерывного принципа Дирихле: 
"Пусть из некоторой точки на плоскости проведено «N» различных лучей; тогда угол между некоторыми двумя из них не менее 360°/N". 
Понятно, что если рассматривать только углы между соседними лучами, то всего получится «N» углов (См. рисунок). В сумме они составляют полный угол, равный 360°. Следовательно, 
по непрерывному принципу Дирихле градусная мера одного из этих углов не менее 360°/N (иначе их сумма будет меньше 360°). 
Рассмотренный принцип называется непрерывным постольку, поскольку здесь числа (или градусные меры углов) могут принимать любое значение из некоторого промежутка, в то время как принцип Дирихле в обычном смысле оперирует с дискретным набором объектов ("зайцев")- было бы абсурдным предполагать, что в клетке может оказаться, скажем, два с половиной зайца. 
Задача 15. На плоскости дано «n» попарно непараллельных прямых. Доказать, что найдутся две из них, угол между которыми[image: ] не меньше 180°/n.
Указание. Достаточно перенести прямые параллельно самим себе так, чтобы все они проходили через одну точку. Из этой точки будет выходить 2n лучей, и теперь можно применить принцип Дирихле. 
Задача 18. На полях шахматной доски 8×8 расставлены действительные числа, каждые два из которых отличаются не менее чем на 1/9. Доказать, что есть пара соседних (имеющих общую сторону) клеток, разность чисел в которых не меньше 1/2. 
Решение. Пусть A- наименьшее из выписанных на доске чисел, а B- наибольшее. Покажем, что B-A і7. 
Запишем числа в порядке возрастания (заметим, что никакие два числа не равны): 
		x1 < x2 < x3 < ... < x63 < x64





(здесь x1 = A, x64 = B). 
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