Жар холодных чисел

Выполнили ученики  9А класса 
Руководитель – учитель
математики  Добрина В.А.

Элементарную теорию чисел следует считать одним из наилучших предметов для первоначального математического образования. Среди математических наук нет равной  ей в обращении к естественной человеческой любознательности.
Г.Х.Харди

Актуальность темы проекта. Данный проект посвящен одному из основных понятий математики - понятию числа, и одному из самых красивых разделов математики-теории чисел. Школьная математика начинается со знакомства с простейшим видом чисел - натуральных, и все последующее изучение предмета связано с понятиями различных видов чисел. И это естественно, так как без понятия числа невозможно изложить, а значит, и изучить все другие понятия математики. И не только математики. Ведь в основе любой человеческой деятельности в той или иной степени, прямо или косвенно, лежат числовые расчеты.
Учебная тема: Натуральные и целые числа. Делимость чисел.
Цель проекта: формирование представления о математике как части общечеловеческой культуры, систематизация и расширение знаний о числе.
Задачи проекта:
· познакомиться с элементами теории чисел;
· увидеть красоту и необычность простых математических понятий;
· включиться в поисковую деятельность;
· оценить свои способности и потребности в предмете. 
Темы для исследований групп:
Основная теорема арифметики. Признаки делимости чисел. Свойства делимости.
 Выполнила 
   Черноусова Дарья.
Наша  цель: рассмотреть на примерах признаки и свойства делимости.
Задачи: 
· Привести все признаки делимости.
· Показать их на примерах.
· Рассмотреть свойства делимости.
Определение 1. Пусть даны два натуральных числа а и b. Если существует натуральное число q,такое, что выполняется равенство а=bq, то говорят ,что число а делится на число b. При этом а- делимое, b –делитель, q- частное.
Замечание. Вместо фразы «а делится на b» часто используют запись а  b.
Основные признаки делимости. 
Признак делимости на 2. Для того чтобы натуральное число делилось на 2,необходимо и достаточно, чтобы его последняя цифра делилась на 2.
Примеры: 172; 94; 67838; 1670.   
Признак делимости на 5.  На 5 делятся все натуральные числа, оканчивающиеся на 5 или 0.
Например: 125; 10; 720.
Признак делимости на 10. На 10 делятся все натуральные числа, оканчивающиеся на 0.
Например: 30; 980; 1200.
Признак делимости на 3. На 3 делятся все натуральные числа, сумма цифр которых кратна 3. Пример: 393, т. к. 3+9=12; 12:3=4.
Признак делимости на 9. На 9 делятся те натуральные числа, сумма цифр которых кратна 9. Пример: 1179 1+1+7+9=18; 18:9=2.
Дополнительные признаки делимости.
Признак делимости на 4. На 4 делятся натуральные числа, две последние цифры которых составляют нули или число, кратное 4. Например: 35712424:4=6.
Признак делимости на 6. На 6 делятся те натуральные числа, которые делятся на 2 и на 3 одновременно, то есть все четные числа, которые делятся на 3.
Пример: 126 – четное число,1+2+6=9; 9:3=3, значит 126 
Признак делимости на 25. На 25 делятся те натуральные числа, две последние цифры которых нули или составляют число, кратное 25. 
Например: 2300 25, так как две последние цифры нули; 65025 так как 50:25=2.
Признак делимости на 11. На 11 делятся только те натуральные числа, у которых сумма цифр, занимающих четные места, равна сумме цифр, занимающих нечетные места, или разность суммы цифр нечетных мест и суммы цифр четных мест кратна 11.
Например: 105787 11, так как 1+5+8=14 и 0+7+7=14.
Признак делимости на  7.Число делится на 7 тогда и только тогда, когда результат вычитания удвоенной последней цифры из этого числа без последней цифры делится на 7. Например, 364 делится на 7, так как 36 — 2  4 = 28 делится на 7.
Признак делимости на  13.Число делится на 13 тогда и только тогда, когда число его десятков, сложенное с учетверённым числом единиц, кратно 13. Например, 845  13, так как 84 + + (4  5) = 104  13.
Свойства делимости чисел
Свойство 1. Если а  с и с  b, то а  b.
Пример: 48  6 и 6  3, следовательно 48  3.
Свойство 2. Если а  b и с  b, то(а+с) b.
Пример: 12  3  и  21  3 ,можно сделать вывод ,что (12+21)  3.
Свойство 3.  Если а  с  и с не делится на b ,то (а+с) не делится на b.
Пример: 2  3 и 22 не делится на 3, значит, что(12+22) не делится на 3. Но в то же время из того, что каждое слагаемое  не делится на b, нельзя сделать вывод, что и сумма не делится на b. 
Пример: 14 и 22 не делятся на 3, но (14 +22) 3.
Свойство 4. Если а  b и (а+с)  b ,то с  b. 
Пример: 12  3 и (12+21)  3,следовательно, 21  3.
Свойство 5.  Если а  b1 и с  b2, то ас  b1b2.
Пример: 12  3 и 28  7, значит, (1228)  (37).
Свойство 6. Если а  b и с - любое натуральное число ,то ас  bс; обратно, из ас  bс следует а  с.
Пример: Из 12  3 можно сделать вывод, что (12х5)  (3х5) и обратно.
Свойство 7. Если а  b и с-любое натуральное число, то ас  b.
Пример: 12  3,из этого следует ,что (12х5)  3.
Свойство 8. Если а  с и с  b ,то для любых натуральных чисел n и k справедливо соотношение (an + ck)  b.
Пример: 12  3 и 21 3, значит, (25х12+271х21)  3.
Свойство 9. Среди n последовательных натуральных чисел одно, и только одно делится на n. 
Пример: Возьмём  любые три подряд идущих натуральных числа, например,106,107,108. Только одно число из тройки делится на 3. Для этой тройки это число 108. 
Если мы возьмем любые 10 подряд идущих натуральные числа, то одно обязательно делится на 10 и т. д.                                    
Вывод.  Мы рассмотрели 9 свойств делимости и показали их на примерах, нашли признаки делимости на все числа первого десятка, на разрядную единицу, на 25 и на 13. К признакам делимости привели примеры, доказывающие удобство их применения.
НОД, НОК. Алгоритм Евклида.
Выполнили 
 Кондратьева Ирина;
Пищулина Виктория.
Цели и задачи: вспомнить, что такое НОД, НОК. Изучить алгоритм Евклида, научиться находить НОД и НОК с помощью алгоритма Евклида.
Рассмотрим два числа 72 и 96. Выпишем все делители числа 72: 
1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 18, 24, 36, 72.
Выпишем все делители числа 96: 
1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 16, 24, 32, 48, 96.
Среди выписанных чисел есть одинаковые: 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24. Это общие делители чисел 72 и 96. Наибольшее из них – число 24. Оно и будет наибольшим общим делителем. Записывают: НОД(72, 96) = 24.
Рассмотрим два числа 12 и 18. Выпишем первые кратные числа 12: 
12, 24, 36, 48, 60, 72, 84, 96, 108, 120, 132,144…
Выпишем первые кратные числа 18:
18, 36, 54,72, 90, 108, 126, 144…
Среди выписанных чисел есть одинаковые: 36, 72, 108, 144… Это общие кратные чисел 12 и 18. Наименьшее из них – число 36. Оно и будет наименьшим общим кратным. Записывают: НОК(12,18) =36.
Мы выяснили, что первый способ нахождения НОД и НОК – это разложение на простые множители.
Разложим на простые множители числа  3780 и 7056. Получим:
3780= 2²×3³×5×7.
7056=2 ×3²×7².
Вычислим НОД (3780,7065) и НОК (3780,7065).
НОД (3780,7056)=2²×3²×7=252  НОК (3780,7056)=2  ×3³×5×7²=105840
Второй способ нахождения НОД – алгоритм Евклида.
Историческая справка.  Евклид был современником царя Птолемея I, который царствовал с 306- 283г.до н.э. Евклид  старше Архимеда, который ссылался на “Начало”. До наших времён дошли сведения, что он преподавал в Александрии, столице Птолемея I, начинавшей превращаться  в один из центров научной жизни. Евклид был последователем древнегреческого философа Платона, и преподавал он, вероятно, четыре науки, которые, по мнению Платона, должны предшествовать занятиям философией: арифметику, геометрию, теорию гармонии, астрономию.  Кроме “Начал” до нас дошли книги Евклида, посвящённые гармонии и астрономии. Что касается места Евклида в науке, то оно определяется не столько собственными его научными исследованиями, сколько педагогическими заслугами.  Евклиду приписывается несколько теорем и новых доказательств. Способ нахождения наибольшего общего делителя двух целых чисел, двух многочленов или общей меры двух отрезков описан в геометрической форме в "Началах" Евклида.
Чтобы понять процесс нахождения НОД с помощью алгоритма Евклида, мы изучили  деление с остатком. Если натуральное число а больше натурального числа b  и а не делится на b, то существует одна, и только одна, пара натуральных чисел q и r, причем r < b,  такая, что выполняется равенство a = bq + r. Пример: 525= 2312+63.
Алгоритм Евклида основан на двух утверждениях.
1. Если большее из двух чисел делится на меньшее без остатка, то меньшее число и есть НОД этих чисел. Например, 48:12=4,  поэтому НОД (48, 12) =12. 
2. Если большее из двух чисел не делится на меньшее без остатка, то всякий общий делитель – это делитель меньшего числа и остатка. Например, 120:48=2 (ост. 24). ОД (120, 48) =ОД (48, 24), где ОД – общий делитель.
Этот способ состоит в следующем: деление с остатком числа а на число b всегда приводит к результату  а = nb + b1, где частное n — целое положительное число, а остаток  – b1.
525= 231х2 +63
231= 63х3 +42
63= 42х1 +21
42= 21х2
Каждое r - это остаток от деления пред-предыдущего числа на предыдущее, а предпоследнее делится на последнее нацело, т. е.
 a = bq0 + r1 
b = r1q1 + r2 
r1 = r2q2 + r3.
Сформулируем алгоритм Евклида в виде пошаговых инструкций. 
1. Делим большее число на меньшее.
2. Делим меньшее число на первый остаток.
3. Делим первый остаток на второй остаток и т. д. до тех пор, пока не разделится нацело. Тот делитель, при котором это произойдет, и есть НОД данных чисел. 
Запись удобно вести «в столбик» справа налево.
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НОД (143,91) =13.
Зная наибольший общий делитель двух чисел, легко найти их наименьшее общее кратное, для этого надо произведение этих чисел разделить на их НОД:
НОК (a; b)= (ab) : НОД (a; b).
Алгоритм Евклида относится к числу “быстрых” алгоритмов. На каждом шаге этого алгоритма большее число уменьшается более чем вдвое  (например, для чисел {1999; 1000} после первого шага число 1999 будет заменено на 999 (то есть 1999 уменьшится более чем вдвое), если же взять пары {1999; 1001} или {1999, 999}, то после первого шага получим соответственно 998 для первой пары и 1 для второй; как видно, вариации второго числа только уменьшают остаток). Долгое время алгоритм Евклида был самым эффективным способом отыскания наибольшего общего делителя, однако с появлением электронно-вычислительных машин ситуация изменилась (алгоритм Евклида, как нетрудно понять, появился задолго до вычислительных машин). Учет специфических особенностей выполнения арифметических операций компьютером позволил построить более эффективную (для программной реализации) версию алгоритма Евклида.
Вывод: в ходе исследования  мы вспомнили, что такое НОД и НОК, познакомились с алгоритмом Евклида, научились с помощью него находить НОД и НОК.
Диофантовы уравнения. Решение уравнений в целых числах.
Выполнили:
Григорьев Андрей,  
Алёхина Алина.
Основная цель — расширить представление об уравнениях с несколькими переменными, уделив особое внимание их решению в целых числах.

Определение
1. Диофантовым уравнением 1-ой степени (линейным) с n неизвестными называется
уравнение вида а1х1 +а2х2 + ... + аnхn =b , где все коэффициенты и неизвестные – целые
числа и хотя бы одно an≠0. Для сокращения записи условимся далее сокращать фразу линейное диофантово уравнение, как ЛДУ.
 2. Решением ЛДУ называется упорядоченная n-ка целых чисел ((x'1,x'2,…,x'n)) такая, что a1х'+а2х'2+... + аnх'n =b.
Историческая справка
Диофант (Diophantos) прожил 84 года в  середине III в.н.э. До нас дошло 7 книг из, возможно13, которые были объединены в «Арифметику». Стиль и содержание этих книг резко отличаются от классических античных сочинений по теории чисел и алгебре. «Арифметика», несомненно, явилась результатом многочисленных исследований, многие из которых остались нам неизвестны. Мы можем только гадать о её корнях и изумляться богатству и красоте её методов и результатов. «Арифметика» Диофанта - это сборник задач (их всего 189), каждая из которых снабжена решением и необходимым пояснением. 
Типично для Диофанта, что его интересуют только положительные целые и рациональные решения. Иррациональные решения он называет «невозможными» и тщательно подбирает коэффициенты так, чтобы получились искомые положительные, рациональные решения. Поэтому, обычно, произвольное неопределенное уравнение получает титул "диофантово", если хотят подчеркнуть, что его требуется решить в целых числах. Некоторые такие уравнения с двумя и тремя неизвестными появились в связи с проблемами, возникшими в астрономии, например, при рассмотрении вопросов, связанных с определением периодического повторения небесных явлений. Строго говоря, нет оснований называть линейные неопределенные уравнения диофантовыми. Однако, исторически все же сложилось применять термин «диофантово», к любому уравнению, решаемому в целых числах.

Теорема 1
При взаимно простых коэффициентах а1,а2,...,ап  диофантово уравнение а1х1 + а2х2 +... + +аnхn = 1имеет решение в целых числах.
Доказательство.
 Обозначим через М множество тех положительных чисел b, для которых уравнение а1х1+а2х2+... + аnхn =b имеет решение в целых числах. М, очевидно, не пусто, так как при заданных а1, а2,...,а n,   можно подобрать целые значения  х1,х2,...,х n, такие, чтобы 
а1х1 +а2х2 +... +аnхn было положительным числом. В множестве М существует наименьшее число (М подмножество натуральных чисел), которое мы обозначим через d (d  M). Обозначим через х'1х'2,...,х' n целые числа, такие, что а1х'1 + а2х' 2 +... + аnх'n = d .
Пусть а1 = dq + r , где 0 < r < d; тогда r = а1 -(а1х1' + а2х'2+... + аn х' n) 
q=a1 (1-qx'1) + a2(-qx'2)+...+ an(-qx'n). Мы подобрали целые значения: х1 =1-qx'1 ,
 x2 =-qx'2,...,хn=-qx'n, такие, что а1х1+а2х2+... + аn х n = r, но 0<r<d, a d наименьшее положительное число в М ,т. е. r не может быть положительным,r≤0, a1=dq, d|a1. Аналогично получаем: d|a2,...,d|an. Мы видим, что d - общий делитель чисел а 1,а2,...,аn,  следовательно, поскольку (а1,...,аn) = 1, d|1, d = 1, 1  М, то уравнение разрешимо в целых числах.
Теорема 2
Пусть d - наибольший общий делитель коэффициентов а1,а2,...,аn. Диофантово уравнение имеет решение d в целых числах тогда и только тогда, когда b|d. 

Решение уравнений в целых числах методом «спуска».
Рассмотрим этот метод на примере.
Решим уравнение 7х- 11у=36. Выразим х через у и выделим в получившемся выражении целую часть. Получим:

Так как х – целое число, то необходимо, чтобы 1+4у было кратно 7, т.е. 1+4у=7z, где z-целое число.
Получаем новое уравнение: 

Необходимо, чтобы   3z+3 было кратно 4, т.е. 3z+3=4u,  где u-целое число. Отсюда: 

Допустим, что u=3v, где v-целое число (то есть u кратно 3). «Спуск» закончен, надо «подняться вверх». Выразим х и у через v.
z=4v-1; y=7v-2; x=11v+2. Итак, мы получили формулы для нахождения целых решений уравнения. Если надо найти натуральные решения, то необходимо решить систему неравенств х>0 и у>0. В нашем случае 11v+2>0 и 7v-2>0.
 
Задача 1
Можно ли двухрублевыми и пятирублевыми монетами набрать сумму в 51р.?   
Решение
Сначала составим уравнение: 2х + 5у = 51 (х  - количество двухрублевых монет, у — количество пятирублевых монет). Воспользуемся методом перебора, обратив внимание на то, что число подстановок можно сократить: если, например, выразить х через у, то числитель дроби должен быть четным числом, в связи с чем значения у должны быть
нечетными. В этом случае ответ будет получен в виде перечисления конкретных пар чисел: (23; 1), (18; 3), (13;5), (8; 7), (3; 9) - на первом месте количество двухрублевых монет, на втором -пятирублевых. 
Ответ: да.
Задача 2
Купили несколько книг по 70 р. и несколько по 80 р. Вся покупка обошлась в 500 р. Сколько купили книг? 
                                                            Решение
Пусть купили х книг по 70 р. и у книг по 80 р. Тогда все книги стоили (70х +80у) р. По условию задачи за них заплатили 500 р. Значит, 70х + 80y = 500. Разделим каждую часть уравнения на 10: 7х + 8у = 50.Числа 7 и 8 взаимно простые, а число 50 — целое. Поэтому уравнение имеет сколько угодно целочисленных решений. Найдем их формулы:
7х + 8у = 50,
7х + (7 + 1)у = 50,
7х + 7у + у = 50,
7(х + у) + у = 50,
х + у = n,
7 n+ у = 50,
у = 50 – 7 n,
х + 50 – 7 n = n,
х = -50 + 8 n.
Значит, х =-50 + 8n и у = 50 – 7n, где n = 0; ±1; ±2; ... . Значение х будет положительным при n> 6, а значение у будет положительным при n < 8. Обоим условиям удовлетворяет 
n = 7. При n = 7, х= 6  и у = 1. О т в е т : 7.
Задача3. Mожно ли 28 г. некоторого вещества отвесить на чашечных весах, имея гири только весом в 3 г. и 5г. 
Имеется несколько способов взвешивания. Найдем их.
Для этого положим груз 28г. на правую чашу весов и уравновесим его гирями весом в Зг. и 5г. Возможны такие случаи: а)все гири находятся на левой чаше весов; б)гири по Зг. находятся на левой чаше весов, а гири по 5г. вместе с грузом - на правой чаше; в)гири по 5г. на левой чаше, а гири по Зг. вместе с грузом на правой чаше весов. Если через х число использованных гирь весом в Зг. а через у – число использованных гирь весом 5г, то в соответствии с отмеченными случаями получим: 
1. Зх + 5у = 28, 2.Зх = 28 + 5у, 3. 5у = 28 + Зх.
Чтобы найти все способы взвешивания, нужно решить все уравнения в целых числах, но при этом надо иметь в виду, что значения неизвестных х и у указывают не только на число использованных гирь, но и на чаши весов. Так, если значение неизвестного х положительно, то число гирь весом Зг. равно х и все они находятся на левой чаше весов; если значение неизвестного х отрицательно, то число гирь весом Зг. равно модулю х и все они находятся на правой чаше весов.
Вывод по проделанной работе.  Мы узнали много нового об уравнениях первой степени с несколькими переменными и разобрали их решение в целых числах. Показали применение теории к решению задач.
Арифметика остатков и теория сравнений
Выполнили: 
Дроздов Николай; 
Дякина Елизавета.
Цели и задачи: Выяснить, каким образом можно сравнивать числа по модулю. Рассмотреть все возможные случаи свойств сравнений.
Арифметика остатков.
Идея арифметики остатков по существу очень проста и похожа на «арифметику часов», с которой Вы знакомитесь в детстве. «Арифметика часов» связана с пересчетом времени из 24-часовой системы в 12-часовую и обратно, ведь в сутках 24 часа, а на циферблате их всего 12. Делается это довольно просто. Чтобы перевести значение в 24-часовой системе в 12-часовую, достаточно разделить его на 12. Остаток от деления и будет искомым значением в 12-часовой системе. Например, 13:00 в 24-часовой системе — то же самое, что и один час в 12-часовой, поскольку остаток от деления 13 на 12 равен 1. 
Объясним более четко, что такое арифметика остатков. Прежде всего мы фиксируем положительное натуральное число N, которое называется модулем. Если разность двух целых чисел b - а делится на N нацело, то пишут, а   b(mod N) и говорят, что числа а и b сравнимы по модулю N. Очевидно, что в этом случае числа а и b имеют один и тот же остаток от деления на N. Часто мы будем лениться и писать просто а    b, если ясно по какому модулю N происходит сравнение.
Кроме того, мы будем использовать (mod N) как обозначение оператора модуля на множестве целых чисел, который вычисляет наименьшее натуральное число, сравнимое с данным по модулю N. Например,
18 (mod 7) = 4, -18 (mod 7) = 3.
Z/NZ = {0, ..., N -1}- множество значений оператора модуля(mod N).
На множестве Z/NZ есть две основных операции — сложение и умножение. Они определяются обычным путем, например,
(11 + 13) (mod 16) = 24 (mod 16) = 8,
так как 24 = 1 • 16 + 8, и
(11 • 13) (mod 16) = 143 (mod 16) = 15, поскольку 143 = 8 • 16 + 15.
В арифметике остатков нас интересуют не сами числа, а их остатки от деления на некоторое число. Такая ситуация встречается довольно часто.
Пример. Игра “в камушки”.
Из кучки камней двое играющих по очереди берут 1, 2 или 3 камня. Проигрывает тот, кто берет последний камень. Как играть второму, чтобы выиграть, если в кучке 17 камней?
Выигрышная стратегия второго игрока:
Второй должен брать всегда столько, чтобы вместе со своим противником взять 4 камня. Так как остаток от деления 17 на 4 равен 1, последний камень достанется первому игроку.
Если нам известны остатки r1 и r2 чисел а и b по модулю N, то, даже не зная самих чисел, можно определить остатки суммы а + b или произведения аb по модулю N. Для этого надо сложить или перемножить заданные остатки и затем найти остатки от деления r1 + r2 или r1r2 на N.
Теперь забудем о самих числах и будем работать только с их остатками от деления на N. Получается замечательная арифметика — в ней всего N чисел:
0, 1, 2, 3, ..., N – 1.
Мы можем построить таблицы сложения и умножения, которых будет достаточно для перемножения любых чисел этой замечательной арифметики. Нам не понадобятся ни алгоритмы “поразрядного” сложения, ни умножения “столбиком”! Такую арифметику мы будем называть модульной, а число N— ее модулем.
Пример 1: Даны числа: 4, 14, 24, ..., 94, 104. Докажите, что из них нельзя вычеркнуть сперва одно число, затем из оставшихся ещё два, затем ещё три и, наконец, ещё четыре числа так, чтобы после каждого вычёркивания сумма оставшихся чисел делилась на одиннадцать.
Решение: Всего дано 11 чисел, а нужно вычеркнуть 10 чисел. Поэтому в конце должно остаться одно число, делящееся на 11, т.е. число 44. С другой стороны, число 44 мы должны вычеркнуть самым первым. Действительно, сумма всех данных чисел равна , поэтому она делится на 11. Следовательно, если после вычёркивания одного числа сумма оставшихся чисел делится на 11, то вычеркнутое число тоже делится на 11
Пример 2: Доказать, что для любых трёх чисел, меньших 1 000 000, найдётся число меньшее 100, взаимно простое с каждым из них.
Решение: Составим сначала список простых чисел, меньших 100. (Составное число, меньшее 100, имеет делитель, меньший = 10, поэтому среди чисел 1, 2, ..., 99 нужно вычеркнуть числа, делящиеся на 2, 3, 5 и 7.) Список получится следующий: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 78, 83, 89, 97. Предположим, что на каждое из этих чисел делится хотя бы одно из трёх данных чисел a, b, c. Тогда abc 2 . 3 . 5 . ... . 97 > 1018. Но a, b, c< 106. Поэтому abc< 1018
Свойства сравнений. 
Если ab (mod m) и cd (mod m), то a+bc+d (mod m), a-bc-d (mod m) и abcd (mod m);
Если a   b (mod m), то и ak bk (mod m).
Если числа c, a, m взаимно просты, ас  bс (mod m), то а  b ( mod m).
Примеры (применение сравнений и их свойств)/
Задача 1. Докажите, что 1102003+75232 делится на 37.
Решение: Заметим, что 110=3·37-1=-1 (mod 37), а 75=2·37+1=1 (mod 37). Тогда по mod 37 сумма 1102003+75232 сравнима с (-1)2003+1232 = -12003+1232 = -1+1 = 0, т.е. она делится на 37, ч.т.д.
Задача 2. Докажите, что есть бесконечно много натуральных чисел, не являющихся суммой трех квадратов.
Решение: Слово "бесконечно много" в теории чисел имеет свой особый смысл. Обычно за ним кроется какой-то класс сравнимости по модулю, т.е. множество чисел, дающих один и тот же остаток от деления на данное число. Докажем, что в данной задаче подойдет модуль 8.
Какие же остатки по модулю 8 могут давать квадраты? Значение квадрата по модулю 8 однозначно определяется значением самого числа по модулю 8 (по вышедоказанному свойству). А всевозможных значений по модулю 8 - конечное число (8 штук), поэтому их можно все перебрать.
	n mod 8:
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	n2 mod 8 
	:0
	1
	4
	1
	0
	1
	4
	1


Мы получили, что квадраты по модулю 8 дают только остатки 0, 1 и 4 (обычная ситуации - очень многие точные степени по очень многим модулям дают не все возможные остатки - и это используется в огромном числе задач!!!). Теперь найдем всевозможные остатки сумм трех квадратов: 0+0+0=0, 1+1+1=3, 4+4+4=4, 0+0+1=1, 0+1+1=2, 0+0+4=4, 0+4+4=0, 1+1+4=6, 1+4+4=1, 0+1+4=5 (все равенства - по модулю 8). Есть 0, 1, 2, 3, 4, 5 и 6... а остатка 7 нет. Значит, все бесконечное множество чисел вида 8k+7 непредставимо в виде суммы трех квадратов, ч.т.д.
Задача 3. Число a2+b2 делится на 12. Докажите, что оно делится и на 36.
Решение: Делимость на 12 равносильна делимости на 3 и на 4, а делимость на 36 - делимости на 9 и 4 (это потому, что НОД(3,4)=1 и НОД(9,16)=1). Соответственно, надо искать остатки сумм квадратов по модулю 3 и 4.

	n mod 3:
	0
	1
	2
	   n mod 4:
	0
	1
	2
	3

	n2 mod 3: 
	0
	1
	1
	n2 mod 4: 
	0
	1
	0
	1


По модулю 3 остатки квадратов - 0 или 1, а остатки сумм квадратов: 0+0=0, 0+1=1 или 1+1=2. Вывод: сумма двух квадратов делится на 3 только если оба квадрата делятся на 3. Значит, 3|a2 и 3|b2. Но 3|n2, только если 3|n, а тогда 9|n2. Отсюда 9|a2 и 9|b2, т.е. 9|(a2+b2).
По модулю 4 вообще ничего не надо делать: как a2+b2 делилось на 4, так и делится. Значит, раз эта сумма делится на 9 и на 4, то делится и на 36.
Задача 4. Может ли сумма цифр точного квадрата равняться 2003?
Решение: Нет, не может: 2003=2 (mod 3), а точные квадраты несравнимы с 2 по mod 3 (вычислялось выше).
Вывод: Мы выяснили, каким образом можно сравнивать числа по модулю и рассмотрели применение теории к решению задач.
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