Четность и нечетность

В этом учебном году я поступил в лицей № 1. Там многие ученики участвуют в различных олимпиадах. Я тоже стал принимать участие во всероссийской олимпиаде города Обнинска.
 Среди многих задач второго тура мне встретилась задача о самолетах, которая формулировалась следующим образом: «В некотором государстве 17 городов. Можно ли составить такой график авиамаршрутов, что каждый город соединен авиамаршрутом ровно с 13 городами?».
Я решил её так:
 Поставим в соответствие городам вершины многоугольника. Получим выпуклый семнадцатиугольник. Проведем в нем диагонали, не соединяя соседние вершины. Из каждой вершины получим по 14 диагоналей, то есть каждый «город» соединен по крайней мере с четырнадцатью городами. Это для данного условия слишком много, поэтому, уберем от каждой вершины по одному маршруту, ведущему к какому-то одному городу (например, к семнадцатому). Получили, что шестнадцать городов имеют ровно тринадцать маршрутов, а семнадцатый город не соединен ни с кем. Поэтому, составить такой график маршрутов, что каждый город будет соединен авиамаршрутом ровно с 13 городами нельзя.
Ответ: нельзя.
Позже, просматривая подаренную родителями энциклопедию по математике, я наткнулся на тему «четные и нечетные числа», которая меня очень заинтересовала, и я решил изучить её глубже. Я доказал некоторые свойства четности, решил дополнительные задачи по этой теме и понял, как можно было решить приведенную выше задачу другим способом.
Свойства чётности.
Известно, что целые числа бывают чётные и нечётные. Чётные числа можно записать в виде 2k:, где к — целое число, а нечётные — в виде 2к + 1.
Легко доказать (показать на примерах) такие свойства чётности для целых чисел.
· Сумма чётных чисел четна.
Доказательство: любое четное число представимо в виде 2к, где к - любое целое число. Тогда 2к+2к=4к=2*2к – четно.
· Сумма 2-х нечётных чисел четна.
Доказательство: любое нечетное число представимо в виде 2к+1, где к - любое целое число. Тогда 2к+1+2к+1=4к+2=2*(2к+1) – четно.
· Сумма чётного и нечётного чисел нечётна.
Доказательство: любое четное число представимо в виде 2к, где к - любое целое число. а любое нечетное число представимо в виде 2к+1, где к-любое целое, . Тогда 2к+2к+1=4к+1 - нечетно.
· Произведение любого числа на чётное — четно.
· Если произведение нечётно, то все сомножители нечётны.
· Сумма чётного количества нечётных чисел четна.
· Сумма нечётного количества нечётных чисел нечётна.
· Разность и сумма двух данных чисел — числа одной чётности.
· Если объекты можно разбить на пары, то их количество четно.

Решение задач.

Пример 1.
Могут ли десять игрушек ценой в 3, 5 или 7 рублей стоить в сумме 53 рубля?
Решение.
Сумма чётного количества нечётных чисел четна. У нас есть 10 игрушек, цена каждой игрушки — нечётное число, значит, их сумма должна быть четна. Но 53 — число нечётное, поэтому получить его в виде суммы 10 нечётных чисел нельзя.
Пример 2.
Можно ли 7 телефонов соединить между собой попарно так, чтобы каждый был соединен ровно с тремя другими? 
Решение.
Если мы рассматриваем объекты типа веревки — провода, дороги, рукопожатия, знакомства и т. д., то при любом количестве объектов число концов должно быть чётным. Предположим, что мы соединили 7 телефонов между собой попарно так, чтобы каждый был соединен ровно с тремя другими. Посчитаем количество концов проводов, соединяющих эти телефоны. Понятно, что их число должно быть чётным. От каждого из 7 телефонов отходит 3 конца, всего 7-3 = 21 конец, число нечётное, значит, нельзя 7 телефонов соединить между собой попарно так, чтобы каждый был соединен ровно с тремя другими.
Пример 3.
В секции бокса мальчиков в 14 раз больше, чем девочек, При этом всего в секции не более 20 человек. Смогут ли они разбиться на пары?
Решение.
Пусть девочек в этой секции х, тогда мальчиков 14х, всего 15х. Но 15x < 20, значит, х = 1. Мальчиков — 14, девочек — 1, а 15 человек нельзя разбить на пары.


Пример 4.
На столе лежат 6 монет, одна из них вверх орлом, другие — решкой. Можно ли все монеты положить вверх орлом, если можно одновременно переворачивать по две монеты?
Решение.
При переворачивании двух монет одновременно чётность числа монет орлом вверх не меняется. Докажем это.
Если перевернуть две монеты вверх орлом, они станут вверх решкой (ОО - РР), орлов стало на 2 меньше, чётность не изменится.
Если перевернуть две монеты вверх решкой, они станут вверх орлом {РР - ОО), орлов стало на 2 больше, чётность не изменится.
Если перевернуть одну монету вверх орлом, другую — вверх решкой (ОР -> РО), количество орлов останется прежним. Сначала была одна монета вверх орлом, значит, их будет всегда нечётное количество, а 6 — четно. Ответ: Нельзя.
Пример 5. 
Гриша посчитал сумму 1 + 3 + 5 +... + 997 + 999 и получил
результат 247013. Какая чётность данной суммы? Верный ли ответ
получил Гриша? Попробуйте выполнить сложение устно.
Решение: В этой сумме 500 нечётных чисел (среди чисел от 1 до 1000 ровно половина—нечётные), значит, сумма четна. Гриша получил нечётный ответ, значит, он неверный.
Найдем сумму двумя способами.
Разобьем числа от 1 до 999 на пары: 1 и 999,3 и 997,5 и 995, ..., 499 и 501. Всего получилось 500 : 2 = 250 пар. В каждой паре сумма чисел одинакова. (Рассмотрим две соседние пары — первое число увеличивается на 2, второе уменьшается на 2, значит, сумма не изменится.) (1 + 999) • 500 : 2 = 250000.
Сложим две такие суммы, одна из которых написана в обратном порядке:
1+2+3+…+ 999
999 + 998 + … + 1
1000 + 1000 + ... + 1000 = 1000 • 500 = 500000.
Одна такая сумма будет 500 000 ÷ 2 = 250 000.
Пример 6.
 Вычислите: 99 - 97 + 95 - 93 + ... + 7 - 5 + 3 - 1.
Решение: 99-97+95-93+...+7-5+3-1 = (99-97)+ (95-93)+ ... + (7 - 5) + (3 - 1) = 2 + 2 + ... + 2 = 2 • 25 = 50. 
От нуля до 99 нечётных чисел 50, значит, пар с одинаковой разностью 25, Ответ: 50.
Проанализировав полученные знания, я понял, что грамотно задачу о самолетных маршрутах нужно было решать так: 
Решение:
Если мы рассматриваем объекты типа веревки — провода, дороги, рукопожатия, знакомства и т. д., то при любом количестве объектов число концов должно быть чётным. Предположим, что мы соединили 17 городов между собой попарно так, чтобы каждый был соединен ровно с 13 другими. Посчитаем количество концов маршрутов, соединяющих эти города. Понятно, что их число должно быть чётным. От каждого из 17 городов отходит 13 маршрутов, всего 17∙13 = 221 конец, число нечётное, значит, нельзя 17 городов соединить между собой попарно так, чтобы каждый был соединен ровно с 13 другими.
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