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Проблема

Существуют такие формулы сокращенного умножения, которые не изучается в школьном курсе математики, но эти формулы помогают рационально выполнять некоторые задания. Поэтому я решила их найти и применить при вычислениях.  

Актуальность темы.

Тему своей работы я выбрала не случайно. Изучая тему «Многочлены. Действия с многочленами», меня заинтересовал вопрос, существуют ли еще другие формулы сокращенного умножения? Поэтому цель моей работы стало раскрытие данного вопроса. В ходе работы мною были рассмотрены вопросы школьной и внешкольной программы, а также исторические сведения по теме. Часть работы отведена использованию формулы бинома Ньютона для возведения многочлена в n-ую степень,  а часть работы посвящена формулам сокращенного умножения, которых нет в школьном курсе математике. Формулы сокращённого умножения - тема значимая в курсе математики, так как формулы сокращенного умножения применяются на протяжении всего периода обучения математике, они используются при умножении многочленов, упрощении алгебраических выражений, сокращении дробей, разложении на множители при решении других упражнений. 

  Я хочу углубить свои знания по этой очень интересной теме. Моя исследовательская работа состоит из  18 страниц. Список литературы включает 8 источников. В ходе работы мною также были рассмотрены примеры применения формул сокращенного умножения для решения практических задач. 

Тема исследования:

«Формулы сокращенного умножения»
 Предмет исследования:  Многочлен.

Цель- 

Рассмотреть вопрос о существовании  других формул сокращенного умножения, которые не рассматриваются в школьной программе 

Задачи:
1. Собрать сведения из истории математики о формулах сокращенного умножения.

2. Рассмотреть теорию возведения многочлена в  n – ую степень

3. Подобрать задачи с применением формул сокращенного умножения.
Гипотеза исследования.

Я думаю, что,  изучив данную теорию,  и рассмотрев ее применение на практике,  я расширю и углублю свои знания по теме, что будет способствовать развитию логического и творческого мышления в процессе разрешения проблемных задач. Это поможет мне рационально выполнять упражнения. 
Работа над проектом.

· Свою работу я начала с рассмотрения множества пособий по математике,  использовала сеть Интернет, собрала базу данных. Из них я выбрала нужную мне информацию. 

· Изучила теорию по данному вопросу.

· Рассмотрела множество примеров, где используются формулы сокращенного умножения. Простые примеры я старалась не брать. 

· Консультировалась с учителем математики Елиной О.А.
Глава 1. Исторические сведения.

Некоторые правила сокращенного умножения были известны еще около 4 тыс. лет назад. Их знали вавилоняне, греки и некоторые другие народы древности. В Древней Греции жили и работали замечательные ученые математики, философы, астрономы, физики, которые всю свою жизнь отдали служению науке. Начиная с VI века до н. э., у древнегреческих математиков встречаются общие утверждения о тождественном преобразовании многочленов, применении формул и правил, которые установил древнегреческий ученый Пифагор, живший в  6 в. до н.э. 

Тогда было принято все алгебраические утверждения выражать в геометрической форме. Особенно широко алгебраическими тождествами пользовался в 3 в до н.э. древнегреческий геометр Евклид. В своих «Началах», состоящих из 13 книг, вторую он посвятил алгебраическим тождествам (всего тождеств было 10). У древних греков величины обозначались не числами или буквами, а отрезками  прямых. Они говорили не «а
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», а «квадрат на отрезке а», не «ав», а «прямоугольник, содержащийся между отрезками а и в». Например, тождество  ( а + в )
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 во второй книге «Начал» Евклида формулировалось так: « Если прямая линия ( имеется в виду отрезок) как- либо рассечена, то квадрат на всей прямой равен квадратам на отрезках вместе с дважды взятым прямоугольником, заключенным между отрезками». Доказательство опиралось на геометрические соображения.

Приведу пример такого доказательства.

Если а и b - положительные числа, то рассмотрим квадрат со стороной  

а +  b. Он состоит из квадрата со стороной а, квадрата со стороной b и двух прямоугольников со сторонами  a и b. Площадь квадрата со стороной а + b равна 
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. Но эту же площадь можно получить, если к площади квадрата со стороной а (а
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) прибавить площадь квадрата со стороной b (b
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)  и прибавить удвоенную площадь прямоугольника со сторонами а и b (2аb). Значит,    
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Много полезного узнали греческие ученые у вавилонян. Но история математики сложилась так, что эти открытия стали потом приписывать грекам. Например, одно из самых замечательных утверждений во всей геометрии до сих пор называют именем греческого математика – теоремой Пифагора. Оно формулировалось так: “Для любого прямоугольного треугольника площадь квадрата, построенного на гипотенузе, равна сумме площадей квадратов, построенных на катетах” (рис.2). Многое из Вавилона ушло потом в другие восточные страны, в том числе в Индию. И в одной из древних индийских рукописей сохранился чертеж, взглянув на который можно убедиться в справедливости теоремы Пифагора. 
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Из рисунка видно, что квадрат со стороной (a + b) имеет площадь

S
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 = (a + b)
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.    С другой стороны этот квадрат состоит из четырех равных треугольников, площадь которых равна 
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,  и  квадрата  с площадью  
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c

 . Отсюда (a + b) 
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 = c
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 + 2ab, учитывая, что   с
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 = a
[image: image17.wmf]2

 + b
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 ( по теореме Пифагора), имеем (a + b) 
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 = a
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 + b
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 +2ab.

Первым ученым, который отказался от геометрических способов выражения и перешел к алгебраическим уравнениям, был древнегреческий ученый-математик, живший в III веке до н. э. Диофант Александрийский. В своей книге «Арифметика» Диофант формулы квадрата суммы, квадрата разности и разности квадратов рассматривал уже с арифметической точки зрения. Ну а современную символику алгебраические тождества получили благодаря двум математикам, а именно Виету и Декарту(16 век).

Также вопросами исследования многочленов занимался и иранский поэт, математик, астроном, философ живший в XI-XII вв. (по европейскому летоисчислению) в Персии Омар Хайям.  Первый математический трактат Омара Хайяма «Трудности арифметики» пока не обнаружен. Из других работ известно, что он содержит сведенья о разработанном Хайямом общем приеме извлечения  корня любой степени с натуральным показателем «методом индийцев», т.е. с помощью правил (а+b)2 и (a+b)3. Основываясь на известных фактах, ученые предполагают, что Хайям открыл формулу возведения двучлена  a+b в степень n. (К сожалению, результаты работы математиков Востока были неизвестны в Европе до XVII в., поэтому их пришлось открывать заново.)

На современном уровне развития математики данные формулы были обоснованы Исааком Ньютоном. Формула, которая позволяет выписывать разложение алгебраической суммы двух слагаемых произвольной степени, впервые была предложена Ньютоном в 1664–1665 г.  и получила название бинома Ньютона. Эта формула была известна задолго до Ньютона многим ученым разных времен и стран, в том числе ал-Караджи (5 в.), ат-Туси и ал-Каши, Тарталье, Ферма, Паскалю. Строгое доказательство формулы для натурального n было дано в 1713 г. опять-таки не Ньютоном, а Якобом Бернулли. В чем же заслуга Ньютона, имя которого носит эта формула? В том, что он распространил ее на любое действительное n, т. е. он показал, что формула верна и тогда, когда n является рациональным или иррациональным, положительным или отрицательным числом. В настоящее время употребление дробных, отрицательных и иррациональных показателей кажется каждому старшекласснику несложным делом, однако в 17 веке Ньютон был первым человеком в мире, начавшим систематически употреблять в алгебре показатели, отличные от целых положительных. Скромное на первый взгляд дело – распространение этой формулы на действительные показатели – имело огромное значение для развития математики

При небольших значениях n коэффициенты можно найти из треугольника Паскаля. Блез Паскаль триста пятьдесят лет назад придумал специальный инструмент для определения этих самых коэффициентов — «треугольник Паскаля».

Глава 2.  Бином   Ньютона.

Для любого натурального числа n справедлива формула, называемая формулой бинома Ньютона
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 (a+b) - двучлен (бином)

(a+b)0=1

(a+b)1=a+b

(a+b)2=C20a
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 + C21ab + C22b2
Коэффициенты формулы называются биномиальными коэффициентами. Если n – положительное целое число, то коэффициенты обращаются в нуль при любом  

 k > n, поэтому разложение содержит лишь конечное число членов. Во всех остальных случаях разложение представляет собой бесконечный (биномиальный) ряд.
Свойства бинома Ньютона:

1) Бином Ньютона содержит n+1 слагаемых.

2) Биноминальные коэффициенты, равноудаленные от концов равны между собой.

3) Формулу бинома Ньютона можно записать символически:
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        или 
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Треугольник Паскаля

Строится он следующим образом. В вершине треугольника пишем 1. Единица соответствует выражению (a+b)
[image: image28.wmf]0

, поскольку любое число, возведённое в нулевую степень, даёт единицу. Достраивая треугольник, ниже пишем ещё по единице. Это коэффициенты разложения того же двучлена, возведённого в первую степень: (a+b)
[image: image29.wmf]1

=a+ b. Идём дальше. Стороны треугольника образуют единицы, а между ними — сумма двух единичек, находящихся сверху, то есть 2. Это и есть коэффициенты трёхчлена «квадрат суммы»:  a
[image: image30.wmf]2

+2ab+b
[image: image31.wmf]2

.

Следующий ряд, как и предыдущий, начинается и заканчивается единицами, а между ними — суммы цифр, находящихся сверху: 1, 3, 3, 1. Мы получили коэффициенты разложения «куба суммы». Ряд коэффициентов двучлена четвёртой степени составят 1, 4, 6, 4, 1 и так далее.

             Номер             Строки

0                         1

1                        1 1

2                      1 2 1

3                     1 3 3 1

4                   1 4 6 4 1

5                1 5 10 10 5 1

6             1 6 15 20 15 6 1

…                      ……

1. Свойства треугольника Паскаля:

1) В треугольнике Паскаля каждое число кроме крайних единиц равно

сумме двух соседних в предыдущей строке.

2) Сумма чисел n-ой строки равна 2n, где n принадлежит целым числам.

3) Сумма чисел любой строки в два раза больше суммы чисел в предыдущей строке.

4) Числа, равноудаленные от концов любой строки равны между собой.

Сmn=Cmm-n
Пример1. 
С помощью бинома Ньютона  возведу двучлен в седьмую степень:

Решение.
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Пример2. С помощью треугольника Паскаля возведу двучлен в седьмую степень:

Решение.

(a + b)
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Сравнивая эти два решения, заключаю, что применяя для нахождения коэффициентов в разложении бинома Ньютона треугольник Паскаля,  возведение в любую степень решается рациональнее. Поэтому, если мне придется возводить двучлен в любую степень, я буду применять второй способ.
Глава 3. Формулы сокращенного умножения.

Чтобы упростить умножение многочленов придумали «таблицу умножения для многочленов» – формулы сокращенного умножения (ФСУ)

Все они доказываются непосредственным раскрытием скобок и приведением подобных слагаемых. Формулы сокращённого умножения изучаемые в школьном курсе математики необходимо  знать наизусть:

(a +b) (a – b) = a² - b².                                                                                      (1)

(a + b)² = a² + 2ab +b².                                                                                     (2)

(a – b)² = a² - 2ab + b².                                                                                     (3)

(a + b) (a² - ab + b²) = a³ +b³.                                                                          (4)

(a – b) (a² + ab + b²) = a³ - b³.                                                                         (5)  

(a + b)³ = a³ + 3a²b + 3ab² + b³.                                                                       (6)

(a –b)³ = a³ - 3a²b + 3ab² - b³.                                                                          (7)

Эти формулы сокращенного умножения можно применить для разложения таких выражений: (a – b), (a + b), (
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То есть,   
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Некоторые свойства формул

(a − b)
[image: image53.wmf]n

2

 = (b − a)
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, где [image: image55.png]



(a − b)
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 = − (b − a) 
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, где[image: image58.png]



Существуют и другие формулы сокращенного умножения, такие как:
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А как же найти квадрат суммы, например, четырех слагаемых, применяя эти формулы сокращенного умножения?
Выведу формулу для выражения 
[image: image61.wmf](
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Решение:

Применю формулу квадрата суммы двух выражений:

 (a +b + c+ d)2 = ((a + b) +(c+ d))²  = (a + b)² + 2( a + b) · (c + d) + (c+ d) 2 =  a² + 2 ab +b² + 2ac +2bc + 2ad + 2bd +c² + 2cd + d
[image: image62.wmf]2

 =  a² + b² +c² + d
[image: image63.wmf]2

 + 2( ab + ac +bc + ad + cd )

Значит получила новую формулу, которую можно применять при вычислениях 

(a +b + c + d)2 = a² + b² +c² + d
[image: image64.wmf]2

+ 2( ab + ac +bc + ad + bd )

Вывод: Значит, квадрат суммы нескольких слагаемых для любых  выражений 

    имеет вид:

(a1 + a2 + …+ an )² = a1² + a2² +…+ 2(a1 a2 + a1 a3 +…+ ai aj +…+ an-1 a.)

Итак, квадрат суммы n слагаемых равен сумме их квадратов плюс удвоенная сумма всевозможных попарных произведений этих слагаемых вида ai aj , 

где i < j. 

Глава 4. Практическое применение формул сокращенного умножения.

1. При вычислении:

 Вычислить рациональным способом:        

    
[image: image65.wmf])
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Решение:

Представлю данное выражение в виде 

[image: image66.wmf])
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. Применю к каждому слагаемому в числителе формулу разности квадратов двух выражений: a² - b²  = (a +b)(a – b), а в знаменателе  формулу квадрата разности двух выражений: (a – b)² = a² - 2ab + b², тогда 
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Ответ. 23.

Разложение на множители позволило нам сократить дробь. Этот прием можно применить при выполнении действий с алгебраическими дробями.

2.Выполнить действия : 
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Применю формулы сокращенного умножения, разложив числитель и знаменатели дробей на множители, воспользуюсь правилом деления дробей и заменю выражение (1 – х) на выражение – (х – 1) : 
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После сокращения общих множителей получаю: 
[image: image71.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image72.wmf](
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Ответ. 
[image: image73.wmf](
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3.При преобразовании выражений.

Преобразовать выражение: 
[image: image74.wmf](
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Решение: 

Произведение первой скобки на третью – это произведение разности чисел 1 и а на неполный квадрат их суммы, т. е. можно применить формулу разности кубов :(a – b) (a² + ab + b²) = a³ - b³. Произведение второго и четвертого множителя равно сумме кубов чисел 1 и а : (a + b) (a² - ab + b²) = a³ +b³.                                                                          
Значит: 
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Произведение разности чисел 1 и а
[image: image76.wmf]3

 на их же сумму равно разности квадратов этих чисел : (a +b) (a – b) = a² - b².  

Имею:  
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Ответ. 
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4.При решении уравнений.

а)Решить уравнение:  x
[image: image79.wmf]2

-6x+5=0

 Решение:

Заменю слагаемое  5 в виде 9 – 4 и воспользуюсь формулами квадрата разности двух выражений и разности квадратов двух выражений, имею:

x
[image: image80.wmf]2

-6x+5=x
[image: image81.wmf]2

- 6x + 9 - 4=(x
[image: image82.wmf]2

-6x+9) - 4=(x-3)
[image: image83.wmf]2

-2
[image: image84.wmf]2

=(x-3-2)(x-3+2)=(x-5)(x-1).

Получила  уравнение (x-1)(x-5)=0, которое имеет корни 1 и 5.

Ответ:   1; 5.
б) Решить уравнение: 
[image: image85.wmf](
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Решение: 

 Перенеся слагаемое из правой части уравнения в левую, применив формулу квадрата суммы двух выражений и разности квадратов двух выражений, получаю:   
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)

(

)

0

1

3

3

=

-

+

x

x

,

Полученное уравнение имеет корни – 3 и 
[image: image90.wmf]3
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Ответ. – 3 ; 
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5. При решении систем уравнений.

 Решить систему уравнений: 
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Решение: 


[image: image93.wmf]î
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  Разложу левую часть второго уравнения системы на множители, используя формулу разности квадратов a
[image: image94.wmf]2

-b
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=(a+b)(a-b)

x
[image: image96.wmf]2

-25y
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=(x-5y)(x+5y)


  После этого  система уравнений примет вид:
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 Используя первое уравнение системы  x-5y=5 , заменю во втором уравнении x-5y на его значение 5
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 Разделю левую и правую части второго уравнения системы на 5:
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  Таким образом, я получила линейную систему уравнений.

  Выполню сложение  первого и второго уравнений системы,  имею 2х = - 10.

  Найду отсюда х: х = - 5. 

  Теперь подставлю х = - 5 в одно из уравнений системы , например во второе: -5 + 5у = -15, 5у = - 10, у = - 2.

 Ответ: x = -5, y = -2.

Глава 5.     Заключение:
При изучении материала по этой теме, я узнала очень много нового и интересного. Главное, я узнала, что  можно использовать различные  формулы сокращенного умножения при решении задач, познакомилась с формулой  бинома Ньютона, треугольником Паскаля, а также узнала новые сведения из истории математики о возникновении формул сокращенного умножения и  рассмотрела некоторые примеры применения этих сведений. Мне очень нравится предмет математика, я считаю, что те знания, которые я приобрела, готовя эту  работу, пригодятся мне в дальнейшей учебе. Данная тема актуальна, так как математику нельзя представить без формул сокращенного умножения, потому что эти формулы применяются не только в школе, но и в Вузах. Созданная мною работа может использоваться другими учащимися. Мне понравилось заниматься исследовательской работой.
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