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1.Введение.

Квадратичная функция является одной из первых, с которой мы познакомились в процессе  изучения курса алгебры. С одной стороны эта функция простая, но с другой стороны, при её более глубоком изучении, можно наткнуться на множество вопросов. На некоторые из них я попыталась найти ответы. Это позволило улучшить мои знания о квадратичной функции и повысить свой интерес к данной теме. 

1.1 Актуальность.

Задачи  с параметрами на квадратичную функцию и задачи, сводящиеся к квадратичным функциям, очень популярны на экзаменах,  ЕГЭ, школьных олимпиадах разного уровня. Квадратичная функция является одной из главных функций школьной математики, для которой построена полная теория и доказаны все свойства, а от учащегося требуется четкое понимание и знание всех этих свойств.

 При этом, задач на квадратичную функцию очень  много – от простых, непосредственно вытекающих из формул и теории, до сложных, требующих всестороннего анализа и глубокого понимания свойств функции. 

Условия на существование корней, число корней, их значений, поведение и свойства графиков функции можно сформулировать в терминах соотношений между коэффициентами и условий на коэффициенты. По знакам коэффициентов можно однозначно восстановить эскиз графика функции, знак выражения 
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определяет существование и число корней, выражения 
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 присутствуют в теореме Виета. Важно понимать, как влияют коэффициенты квадратичной функции, их знаки,  соотношения между ними на свойства функции, и  ее графика.  

Большое практическое значение при решении задач на квадратичную функцию имеет наличие однозначного соответствия между алгебраическим описанием и геометрической интерпретацией задачи – графическим изображением и положением эскиза графика функции на координатной плоскости. С одной стороны, от учащихся требуется свободное владение свойствами квадратичной функции и умение построить соответствующую графическую интерпретацию, с другой - геометрическая интерпретация помогает проверить логическую  правильность и непротиворечивость теоретических  рассуждений. Многие задачи мы рассматриваем в школьном курсе, но еще большая их часть остается для нас загадкой. Вопрос: «Как ведут себя параболы при изменении одного из коэффициентов a, b, c» стал для меня актуальным, когда мы строили графики квадратичных функций. Именно он позволил сформулировать мне цель моего исследования.  
1.2 Цель исследования: Исследовать зависимость расположения параболы от изменения одного из ее коэффициентов.

1.3 Задачи исследования: 

1 Систематизировать знания о квадратичной функции, полученные на уроках алгебры;

2 Выяснить зависимость расположения вершин параболы от ее коэффициентов. 
3 Рассмотреть некоторые параболы заданные квадратичными функциями: 
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4 Выявить общие черты  семейств парабол при изменении одного из ее коэффициентов.
1.4 Объект исследования: Парабола, как график квадратичной функции.

Предмет исследования: Зависимость расположения парабол при изменении одного из ее коэффициентов.

1.5 Гипотеза: Если один из коэффициентов a, b, c принять за параметр, а два других оставить постоянными, то можно сформулировать следующие свойства:
1. Если с – параметр, а и b – константы, то все вершины парабол будут расположены на одной прямой, параллельной оси Oy, задаваемой прямой 
[image: image7.wmf];
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2. Если а – параметр, с и b – константы, то все вершины парабол будут расположены на прямой 
[image: image8.wmf];
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3. Если b – параметр, а и с – константы, то все семейство парабол имеет «параболу вершин» 
[image: image9.wmf];
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2.Теоретическое обоснование.

2.1. Определение квадратичной функции.
Квадратичной функцией называется функция, которую можно задать формулой вида 
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, где х - независимая переменная, а, b и с - некоторые числа, причем 
[image: image11.wmf];
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2.2 График-парабола
Графиком квадратичной функции является парабола.

[image: image12.jpg]



2.3 Квадратичная функция
Квадратичной функцией называется функция, которую можно записать формулой вида y = ax2 + bx + c, где x – независимая переменная, a, b и c – некоторые числа, причем a≠0.

Свойства функции и вид ее графика определяются, в основном, значениями коэффициента a и дискриминанта [image: image13.png]D=4 -dac
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Свойства квадратичной функции:

1. Область определения функции (ООФ): х – любое;

2. Область значений функции (ОЗФ):

при а > 0 и 
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при а < 0 и 
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3. Четность, нечетность функции:

при b= 0 - функция четная

при b≠0 - функция не является ни четной, ни нечетной

4. Нули:

при D > 0 - два нуля: [image: image17.png]


,[image: image18.png]



при D = 0 - один нуль: [image: image19.png]



при D < 0 - нулей нет

5. Промежутки знакопостоянства:

если, а > 0, D > 0, то   [image: image20.png]>0 apu x € -0z ) (x,0)
»<0 npu xe(x;x)



 

если, а > 0, D = 0, то      [image: image21.png]» >0 mpu x€ (~o0;x; ) (x;00)




если а > 0, D < 0, то      [image: image22.png]y>0 npu x€R




если а < 0, D > 0, то     [image: image23.png]¥ >0 npu x e fxy;x,)
<0 npu xe (1)U (x:0)




если а < 0, D = 0, то      [image: image24.png]y <0 npu xe (-, x)u (x;0)




если а < 0, D < 0, то      [image: image25.png]y <0 npu x€R




6. Промежутки монотонности:
при а > 0  [image: image26.png]Gyrryus eospacmaem npu x €[~ b/(2a);0
@yniyus yéweaem npu x € (- 0-b/(2a)]




при а < 0  [image: image27.png]Gyuryus eospacmaem npu x & (- 00,-b/{2a)]
@ywiyus ybweaem npu x €[~ b/(2a)w)




Графиком квадратичной функции является парабола – кривая, симметричная относительно прямой 
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, проходящей через вершину параболы (вершиной параболы называется точка пересечения параболы с осью симметрии).
Чтобы построить график квадратичной функции, нужно:

1)  Найти координаты вершины параболы и отметить ее в ко​ординатной плоскости;

2)  Построить еще несколько точек, принадлежащих параболе;

3)  Соединить отмеченные точки плавной линией.

Координаты вершины параболы определяются по формулам:

[image: image29.png]


;  [image: image30.png]dac -b*
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.
2.4. Растяжение графика.
Растяжение графика у = x2 вдоль оси у в |а| раз (при |а|  < 1 — это сжатие в 
[image: image31.wmf]a

1

  раз).
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Если, а < 0, произвести, кроме того, зеркальное отражение графика отно​сительно оси х (ветви параболы будут направлены вниз).

Результат: график функции у = ах2.

2.5  Параллельный перенос графика по оси Ох
Параллельный перенос графика функ​ции у = ах2 вдоль оси х на |m|  (вправо при 

m > 0 и влево при т < 0).
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Результат: график функции у = а(х - т)2.

2.6 Параллельный перенос графика по оси Оу
Параллельный перенос графика функции [image: image32.png]y =afx-m)



 вдоль оси у на |n| (вверх при п > 0 и вниз при п < 0).

[image: image163.emf]b2=4ac, b<o 

0

2

4

6

8

10

-2 0 2 4

x

y

[image: image164.emf]b=0, c<0 
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Результат: график функции у = а(х - т)2 + п.
2.7 Квадратное уравнение 

Уравнение ax2 + bx + c = 0, где a ≠ 0, называется квадратным уравнением.
Выделив полный квадрат, получим уравнение [image: image33.png]512 D
2
thrto=alrt—| - ==
ax xca[x 2.1] =0




Если [image: image34.png]


то отсюда следует, что
[image: image35.png]



или [image: image36.png]



Мы получили формулу корней квадратного уравнения (формулу Виета).
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При D>0 существуют два корня х1 и х2. При D=0 корни квадратного уравнения совпадают  х1 = х2. При D<0 равенство 
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 невозможно , и корней у квадратного уравнения нет.
Если D ≥ 0, то квадратичную функцию можно разложить на множители: [image: image39.png]


 

Таким образом  y = a (x – x1) (x – x2),

где [image: image40.png]


  [image: image41.png]2




 Если D = 0, то [image: image42.png]y=alx—x)’



 Если D < 0, то квадратный трехчлен нельзя разложить на множители.
2.8 Теорема Виета

Для того чтобы числа x1 и x2 были корнями уравнения ax2 + bx + c = 0 (a ≠ 0), необходимо и достаточно, чтобы выполнялись равенства: 
[image: image43.png]



Доказательство
	1. Необходимость. Пусть числа [image: image44.png]


 и [image: image45.png]


являются корнями уравнения [image: image46.png]ax’ +bx o=



 (a ≠ 0). 

Тогда [image: image47.png]


 [image: image48.png]2



   Имеем [image: image49.png]


  [image: image50.png]



2. Достаточность. Пусть имеется система [image: image51.png]



Из первого равенства [image: image52.png]


 Подставляя это значение во второе равенство, получим [image: image53.png]


 откуда [image: image54.png]ax; +bx =0



 Значит, число x1 является корнем квадратного уравнения [image: image55.png]ax’ +bx +c=0



 Аналогично доказывается, что [image: image56.png]


 – также корень этого уравнения.


3.Исследовательская часть.

3.1 Определение местонахождения вершины параболы.

Преобразуем формулу у=ах2+bx+c.  Выделив полный квадрат, получаем функцию 
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a

b

a

b

x

a

y

+

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

4

2

2

2
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 функция примет вид 
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, где пара чисел (х0; у0) – координаты вершины параболы. Выясним, как расположена парабола в зависимости от знака коэффициентов а, b, с.

Пользуясь полученной формулой выясним расположение параболы при 
[image: image61.wmf]0
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.Ветви параболы направлены вверх. При b>0, c>0 вершина находится во II или III четверти. При 
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 вершина параболы находится вo II четверти. 
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При 
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 вершина параболы находится в III четверти.

[image: image166.emf]a<0, b=0, c>0
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При b>0, c<0 вершина параболы находится в III четверти.

[image: image167.emf]a<0, b=0, c<0
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При b<0, c>0 вершина находится в I или IV четверти.

При 
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 вершина параболы находится в I четверти.
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При 
[image: image65.wmf]a
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 вершина параболы находится в IV четверти.

[image: image169.emf]b2=4ac, b>o 

-10

-8

-6

-4

-2

0

-2 0 2 4

x

y


При b<0, c<0 вершина находится в IV четверти. 
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При b2=4ac вершина находится на оси абсцисс.


[image: image66]
При b=0, вершина находится на оси ординат.


[image: image67]
Пользуясь полученной формулой 
[image: image68.wmf]c
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 выясним расположение параболы при 
[image: image69.wmf]0
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При b>0, c>0 вершина параболы находится в I четверти.

[image: image171.emf]-150

-100

-50

0

50

100

150

200

250

-15 -10 -5 0 5 10 15

a=1

a=2

a=-1

a=0,5


При b>0, c<0 вершина находится вo I или IV четверти. При 
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 вершина параболы 
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находится в I четверти. 
При 
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 вершина параболы находится в IV четверти.
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При b<0, c>0 вершина параболы находится вo II четверти.
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При b<0, c<0 вершина находится вo II или III четверти. При 
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находится вo II четверти. 
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При 
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 вершина параболы находится в III четверти. 

При b=0, вершина находится на оси ординат.


[image: image74]
При b2=4ac вершина находится на оси абсцисс.


[image: image75]
3.2.Линейная функция 
[image: image76.wmf].
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При изучении линейной функции 
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 наблюдается изменение графика этой функции (прямой) от изменений одного из коэффициентов k или b.

При изменении b (при постоянном k) происходит параллельное перемещение графика вдоль оси Оу.
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При изменении коэффициента k (при постоянном b) меняется угол между прямой и осью Ох.
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3.3.Изменение параболы от ее коэффициентов.

Рассмотрим три случая:

1 случай. с – параметр (меняется, при a и b постоянных), а и b – константы.

2 случай. а – параметр, с и b – константы.

3 случай. b – параметр, а и с – константы. 

1 случай.

После рассмотрения и построения серии парабол 
[image: image80.wmf]c
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, где a и b – константы, с – параметр, рассмотрим гипотезу: Если с – параметр, а и b – константы, то все вершины будут расположены на одной прямой, параллельной оси Oy, задаваемой формулой 
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Для доказательства данной гипотезы, нужно взять две точки, которые являются вершинами парабол 
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 и используя уравнение прямой доказать в общем виде, что все вершины данного семейства парабол лежат на прямой 
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y = ax2+bx+c1 - первая парабола с вершиной   ( [image: image87.png]


; [image: image89.png]


)
 y = ax2+bx+c2 – вторая парабола с вершиной  ( [image: image91.png]


; [image: image93.png]


)
Напишем уравнение прямой, проходящей через две точки:
Ax+By+S=0.
Если каждая из этих вершин парабол лежит на прямой, то ее координаты удовлетворяют уравнению Ax+By+S=0. В результате получим систему двух уравнений:
[image: image94.png]



Из системы следует,  B = 0, т.к. при вычитании уравнений системы имеем: 

B · [image: image96.png]



B· (c1-c2) = 0; c1-c2 ≠ 0  => B = 0. Из одного уравнения системы можно выразить А:
A = 

. Подставляя коэффициенты А и В в уравнение прямой  Ax+By+S=0 имеем :

[image: image177.emf]a>0, b<0, c>0

0

2

4

6

8

-1 1 3

x

y

[image: image100.wmf]0

2

=

+

×

S

x

b

a

S


     :  S≠ 0   

[image: image102.png]Tx+1=0



;

[image: image103.png]



[image: image105.png]


  - уравнение прямой, на которой лежат все вершины парабол 

y= ax2+bx+с, где с – параметр, а и b – константы.

2 случай.

После рассмотрения и построения серии парабол 
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, где а – параметр, b и с – константы, сформулируем гипотезу: Если а – параметр, с и b – константы, то все вершины семейства парабол будут расположены на прямой 
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Докажем этот случай аналогично предыдущему, через уравнение прямой.
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Координаты вершины первой параболы -
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Координаты вершины второй параболы -
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Выразим коэффициенты А, В через S.
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Так как 
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Подставим коэффициенты А и В в уравнение прямой

[image: image140.wmf]0

=

+

+

S

By

Ax



[image: image141.wmf]S

c

B

×

-

=

1

       
[image: image142.wmf]c

b

S

A

2

×

=



[image: image143.wmf]0

2

=

+

-

×

S

y

c

S

x

c

b

S

   (( 
[image: image144.wmf]0

¹

S



[image: image145.wmf]0

1

1

2

=

+

-

y

c

x

c

b

 (( с

[image: image146.wmf]0

2

=

+

-

c

y

x

b

      
[image: image147.wmf].

2

c

x

b

y

+

=

- Уравнение прямой, на которой лежат все вершины парабол y= ax2+bx+с, где а – параметр, с и b – константы.

3 случай.

Рассмотрев и построив график функции семейства парабол 
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, где b – параметр, а и с – константы, выдвинем гипотезу: Если b – параметр, а и с – константы, то все семейство парабол имеет «параболу вершин» 
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Докажем, что вершины семейства парабол y= ax2+bx+с, где b – параметр, а и с – константы, где 
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. Используя определение уравнения линии, выясним удовлетворяют ли координаты вершин парабол уравнению линии 
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 Вершины парабол имеют координаты 
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. Подставляя их в уравнение 
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4. Выводы.

1 Систематизировала знания о квадратичной функции, полученные на уроках алгебры;
2 Выяснила зависимость расположения вершин параболы от ее коэффициентов, зависимость внесла в таблицу (приложение 1).
3 На примере построения парабол 
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выдвинула гипотезу и доказала, что 

· Если с – параметр, а и b – константы, то все вершины парабол будут расположены на одной прямой, параллельной оси Oy, задаваемой прямой 
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· Если а – параметр, с и b – константы, то все вершины парабол будут расположены на прямой 
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2

c

bx

y

+

=


· Если b – параметр, а и с – константы, то все семейство парабол имеет «параболу вершин» 
[image: image160.wmf];
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4 Приобрела навык работы с приложениями «Живая математика» и «Microsoft Office Excel 2003».
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