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Введение
      Тема моей работы «Принцип Дирихле и его применение при решении задач». Данная тема не рассматривается в школьном курсе математики, но часто на олимпиадах встречаются задачи, решаемые с использованием данного принципа.

     Целью работы является знакомство в принципом Дирихле, научиться решать задачи с применением данного принципа и поделиться своими знаниями с другими учащимися.

Основная часть

     Принцип Дирихле выражает соотношение между двумя множествами. Существует несколько формулировок данного принципа. Самая популярная следующая: «Если в n клетках сидят m зайцев, причем m> n, то хотя бы в одной клетке сидят, по крайней мере два зайца».

     На первый взгляд, непонятно, почему это совершенно очевидное предложение, тем не менее, является мощным математическим методом решения задач, причем самых разнообразных. Все дело оказывается в том, что в каждой конкретной задаче нелегко понять, что же здесь выступает в роли «зайцев», а что – в роли «клеток». И почему надо, чтобы «зайцев» было больше, чем «клеток». Выбор «зайцев» и «клеток» часто не очевиден. Далеко не всегда по формулировке задачи можно определить, что следует применить принцип Дирихле. Главное же достоинство метода состоит в том, что он дает  неконструктивное решение ( то есть мы знаем, что такие клетки есть, но где они находятся часто указать не можем); попытка же дать конструктивное доказательство приводит к большим трудностям.
    Рассмотрим другие формулировки принципа Дирихле:

    «Пусть в n клетках сидят m зайцев, причем m> n. Тогда найдется хотя бы одна пустая клетка».
   «Если в n клетках сидят m зайцев, то найдется клетка, в которой сидят не меньше, чем m/n зайцев, и найдется клетка, в которой сидят не больше, чем m/n зайцев».

    И обобщенный принцип: «Если в n клетках сидят m зайцев, причем 

m≥ nk +1, то в какой-то из клеток сидят, по крайней мере, k +1 заяц».

    Рассмотрим задачи, решаемые данным методом.

    Задача 1.

    Внутри равностороннего треугольника со стороной 1 см расположено 5 точек. Докажите, что расстояние между некоторыми двумя из них меньше 0,5 см.

    Решение. Это наиболее трудная задача на принцип Дирихле. Но на примере ее решения очень хорошо видны все достоинства принципа Дирихле.

    Итак, при решении сначала надо выбрать что-то за «зайцев». Так как в условии задачи фигурирует число 5, то пусть 5 точек будут «зайцами». Число же клеток должно быть меньше, и чаще всего на 1, то их должно быть 4. Как получить эти 4 «клетки»? В условии задачи есть еще два числа: 1 и 0,5; причем второе число меньше первого в два раза. Можно получить 4 «клетки», разбив равносторонний треугольник с помощью проведения средних линий. Тогда получим 4 равных равносторонних треугольника со сторонами 0,5 см, которые будут «клетками».
    Так как «зайцев» - 5, «клеток» -4 и 5> 4, то по принципу Дирихле найдется «клетка», в которой окажутся 2 «зайца», то есть найдется треугольник в который попадут не менее 2 точек. А расстояние между ними будет меньше, чем 0,5 см, что и требовалось доказать.

 

     Можно разбить треугольник и на другие фигуры:


    Задача 2.
    Дано 12 целых чисел. Докажите, что из них можно выбрать 2, разность которых делится на 11.

    Решение. Примем числа за «зайцев», их 12, а за «клетки» – остатки от деления целого числа на 11, это числа 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10. Всего клеток будет 11.  12>11, то по принципу Дирихле найдется «клетка», в которой будет сидеть не менее 2 «зайцев», то есть найдутся два числа с одинаковым остатком. Найдем разность этих чисел a –b =(11m +q) –(11n +q)= 11m +q-11n –q=11m+11n= 11(m+n).
    Как видим, разность делится на 11, что и требовалось доказать.

    Задача 3.

    В ковре размером 4х4 метра моль проела 15 дырок. Докажите, что из него можно вырезать коврик размером 1х1 метр, не содержащий внутри себя дырок.

Решение.  Разрежем ковер на 16 ковриков размерами 1х1 метр. Так как ковриков –«клеток» - 16, а дырок – «зайцев» - 15. То найдется хотя бы одна «клетка», в которой не будет «зайцев», т.е. найдется коврик без дырок внутри. Здесь мы применили другую формулировку принципа Дирихле.
    Задача 4.

    В нашем классе 27 учеников. Найдется ли месяц, в котором отмечают свои дни рождения не меньше, чем три ученика этого класса.

    Решение. В году 12 месяцев. Обозначим их за «клетки»и, а учеников за «зайцев». Так как 27> 12*2 +1, то по обобщенному принципу Дирихле найдется «клетка», в которой сидят не менее 3 зайцев, т.е. найдется месяц, в котором дни рождения празднуют не менее 3 учеников.

    Задача 5.

    16 учеников сидят за круглым столом, причем больше половины из них девушки. Докажите, что какие-то две девушки сидят напротив друг друга.

    Решение. Образуем 8 пар, в каждую пару включим учеников, сидящих напротив друг друга. Примем пары за «клетки», а за «зайцев» - девушек. Т.к. девушек больше половины, т.е. восьми, то найдется «клетка», в которой находятся 2 «зайца». Значит, найдется пара, в которой будут находиться 2 девушки.

    Задача 6.

   Плоскость раскрашена в 2 цвета. Можно ли всегда найти 2 точки, расположенные на расстоянии 1 метра друг от друга, окрашенные в одинаковый цвет?

    Решение. Так как цветов -2, то надо рассмотреть фигуру, в которой точек больше 2. Лучше всего подойдет равносторонний треугольник со стороной 1 метр. У него три вершины. Принимая вершины треугольника за «клетки», имеем:  3> 2. Тогда по принципу Дирихле найдутся 2 вершины треугольника, расположенные на расстоянии 1 метра друг от друга, окрашенные в один цвет.

    Задача 7.

    В мешке лежат 10 белых и 10 черных шаров. Они тщательно перемешаны и неразличимы на ощупь. Какое наименьшее число шаров нужно вынуть из мешка вслепую, чтобы среди них наверняка оказались два шара: 1) одного цвета; 2)разного цветов; 3) белого цвета?

    Решение. Цвета шаров обозначим за «клетки», их 2. Значит «зайцев» надо больше. Достанем 3 шара из мешка. Так как 3 > 2, то по принципу Дирихле найдется «клетка» (цвет шара), в которую попадут как минимум 2 «зайца» (шара). Значит, надо достать наименьшее число шаров 3.

    2) так как подряд могут попадаться все время шары одного цвета, то наименьшее число шаров надо достать 11.

   3) наименьшее число шаров будет 12.

    Задача 8. 
     В прямоугольнике 3х4 расположено 6 точек. Докажите, что среди них найдутся 2 точки, расстояние между которыми не превосходит  [image: image2.png]
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    Решение.  Разобъем прямоугольник на 5 фигур, как на рисунке

                                        А                 С      




В

     Обозначим 6 точек за «зайцев», а 5 фигур за «клетки». Так как 6 > 5, то минимум 2 точки попадут в одну фигуру. В этих фигурах самое большее расстояние между точками А и В. В прямоугольном треугольнике АВС по теореме Пифагора имеем:  АВ =АС + ВС, АВ=[image: image4.png]Va+1
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. Таким образом, расстояние между любыми 2 точками в каждой фигуре не превосходят [image: image8.png]


то этим мы доказали, что такие точки найдутся.
    Задача 9.

    Докажите, что в любой компании из пяти человек двое имеют одинаковое количество знакомых.

    Решение. Построим 5 «клеток: №0, №1,№2, №3, №4. Пусть номер «клетки» равняется числу знакомых у «содержащихся» в ней людей. Возможны 2 случая: 1) есть человек, у которого нет знакомых, и 2) такого человека нет.

   В первом случае в клетке №4 никого нет (иначе сидящие в клетке №4 и клетке №0 были бы знакомы между собой), таким образом 5 человек будут размещены по 4 «клеткам».

    Во втором случае тоже 5 человек размещены по 4 «клеткам», так как «клетка» №0 пуста.

    Так как 5 > 4то, по крайней мере, двое людей находятся в одной «клетке», то есть имеют одинаковое число знакомых.

   Итак, рассмотрев 9 разных задач  можно сделать следующие выводы:  

   Применяя принцип Дирихле надо:

1) определить, что удобно прнять за «клетки» и что за «зайцев»;

2) получить «клетки», чаще всего «клеток» меньше (больше), чем «зайцев» на одну;

Выбрать для решения требуемую формулировку принципа Дирихле.  
Заключение

   Написав эту работу, я узнала, что существует очень интересный метод решения нестандартных задач – принцип Дирихле, который часто встречается при решении олимпиадных задач. Думаю, что полученные знания пригодятся мне при дальнейшем изучении математики.
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