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1. ВВЕДЕНИЕ
Значительная часть этого реферата посвящена знакомству с правильными многогранниками, получаемыми из них архимедовыми телами, а также различным способам изготовления моделей этих тел. Показавшиеся вначале сложными не только изготовление моделей, но даже их названия, оказались не столь страшны, сколь поучительны и интересны. После того, как Гузель Варисовна предложила принять участие в конференции, мы совместно с ней решили, что надо взять тему, имеющую практическую пользу. Таким образом, мы решили не только познакомиться с малоизучаемым в школьной программе разделом, но и украсить наш кабинет математики этими удивительно красивыми фигурами. Сначала мы хотели изучить и изготовить только пять правильных многогранников (Платоновых тел) и пять тел Архимеда, получаемых из Платоновых путем их усечения. Но, говорят, аппетит приходит во время еды. Нам настолько понравились модели, что мы решили попробовать изготовить и остальные восемь намного более сложных моделей архимедовых тел. Пришлось, конечно, изучить всю имеющуюся литературу, купить много-много цветного картона и клея, а также потратить очень много времени, но это того стоило. Что касается специальной литературы, то в виде книг в Бавлинских библиотеках ее практически нет. Мы пользовались имеющимися в кабинете математики книгами И.М.Смирновой «В мире многогранников», «Уроки наглядной геометрии» и очень редкой книгой М.Веннинджера «Модели многогранников», скачав ее из Интернета. Ну и, конечно, пользовались информацией из различных сайтов.

1.1 Из истории многогранников
Человек проявляет интерес к многогранникам на протяжении всей своей сознательной деятельности — от двухлетнего ребёнка, играющего деревянными кубиками, до зрелого математика, наслаждающегося чтением книги Бранко Грюнбаума «Выпуклые многогранники». Некоторые из правильных и полуправильных тел встречаются в природе в виде кристаллов, другие — в виде вирусов (которые можно рассмотреть с помощью электронного микроскопа). Пчёлы строили шестиугольные соты задолго до появления человека, а в истории цивилизации создание многогранных тел (подобных пирамидам) наряду с другими видами пластических искусств уходит в глубь веков. Пять правильных тел изучали Теэтет, Платон, Евклид, Гипсикл и Папп.

История правильных многогранников уходит в глубокую древность. Правильными многогранниками занимались Пифагор и его ученики. Их поражала красота, совершенство, гармония этих фигур. Пифагорейцы считали правильные многогранники божественными фигурами и использовали в своих философских сочинениях: первоосновам бытия - огню, земле, воздуху, воде придавалась форма соответственно тетраэдра, куба, октаэдра, икосаэдра, а вся Вселенная имела форму додекаэдра. Позже учение пифагорейцев о правильных многогранниках изложил в своих трудах другой древнегреческий ученый, философ - идеалист Платон.
Согласно теореме Евклида, применимой ко всем выпуклым многогранным углам, в любом из них сумма плоских углов при вершине меньше 360°. Изготовив самостоятельно несколько моделей, можно заметить, что разность между 360° и этой суммой для одних тел может оказаться значительной (так, у куба, который имеет 8 многогранных углов, для каждого угла рассматриваемая разность составляет 90°), а для других, у которых многогранных углов больше, разность окажется гораздо меньшей (так, для курносого додекаэдра, имеющего 60 углов, она равна всего 12°). Подобные наблюдения привели Рене Декарта (1596—1650) к открытию и доказательству теоремы, утверждающей, что сумма всех таких разностей (математики называют их угловыми дефектами) неизменно равна 720°.

Приблизительно в это же время Иоганн Кеплер (1571—1630) написал этюд «О снежинке», в котором высказал такое замечание: «Среди правильных тел самое первое, начало и родитель остальных — куб, а его, если позволительно так сказать, супруга — октаэдр, ибо у октаэдра столько углов, сколь у куба граней». Кеплер первым опубликовал полный список тринадцати архимедовых тел и дал им те названия, под которыми они известны поныне. (Труд самого Архимеда утрачен; как полагают, его рукопись погибла во время знаменитого пожара Александрийской библиотеки, столь едко описанного в пьесе Бернарда Шоу «Цезарь и Клеопатра».) Кеплеру же принадлежит заслуга в постановке проблемы перечисления изозоноэдров (выпуклых многогранников, грани которых суть равные ромбы); он также внёс первый вклад в её решение, открыв ромбододекаэдр и триаконтаэдр. Однако наиболее существенный вклад Кеплера в теорию многогранников заключался в предложении рассматривать невыпуклые многогранники со звёздчатыми гранями, подобными пентаграмме . По всей вероятности, Кеплер не подозревал о существовании более ранней работы Томаса Бредвердайна (1290—1349) (ставшего архиепископом Кентерберийским в последний месяц своей жизни), посвящённой звёздчатым многоугольникам. 

В знаменитом соборе в Солсбери столько интересных реликвий, что лишь немногие посетители бросят взгляд на надгробие Томаса Горджеса, усопшего в 1610 году. А между тем резьба на могильном камне содержит изображения додекаэдра, трёх икосаэдров и двух кубооктаэдров. На камне вырезаны скелетные каркасы этих тел в манере, близкой к использованной Леонардо да Винчи при построении моделей однородных многогранников с каркасом из прутьев. 

Несколькими милями к юго-западу расположена деревушка Уимборн Сент-Джилс, где в 1627 году был похоронен Энтони Эшли. Его надгробие украшает усечённый икосаэдр, причём изображён не каркас, а сам многогранник.
Со времён Декарта многие великие математики также уделяли внимание нашей теме. Эйлер открыл и доказал знаменитую формулу 

В -  Р + Г = 2,

связывающую числа вершин, рёбер и граней любого выпуклого многогранника. Гаусс применил неправильную сферическую пентаграмму (его pentagramma mirificum) к объяснению правил Напье из сферической тригонометрии. Коши доказал, что всякий выпуклый многогранник с жёсткими гранями, шарнирно соединёнными в рёбрах, остается тем не менее твёрдым телом. Гамильтон придумал икосаэдральную игру. Фон Штаудт дал новое доказательство формулы Эйлера. Шлефли распространил этот результат на случай n измерений. Большое влияние имела книга Клейна «Лекции об икосаэдре». Е. С. Фёдоров продолжил исследование Кеплера по проблеме изозоноэдров, обнаружив весьма необычный, как бы сплющенный ромбоикосаэдр. И наконец, совсем недавно, в 1960 году, Билински завершил перечисление этих тел открытием ещё одного ромбододекаэдра, причём этот последний можно поместить в ящик с измерениями 1, τ и τ2 (где через τ обозначено число (√5+1)/2, выражающее знаменитую «божественную пропорцию», или «золотое сечение»).
1.2 Названия многогранников
Терминология в геометрии - болезненная тема, как для профессионалов, так и для новичков. В длинных стандартных именах конечно есть конкретная логика, но есть также и много непрактичного обобщающего и устаревшего. Тем не менее эти названия часто используются, чтобы описать качества присущие только этому многограннику и указать на его связь с другими видами многогранников. 

Многие названия созданы на основе греческих приставок, означающих количество граней и корня -эдр, означающего грань (-hedron буквально значит место). Например, додека- значит 2+10 и используется для описания двенадцатигранника. Термин правильный указывает на то, что грани - правильные многогранники, поэтому необходимо отличать правильный додекаэдр от многих других додекаэдров. Подобно этому икосо- (ikosi-) значит 20 и используется для икосаэдра. Следуя этой традиции некоторые авторы называют куб гексаэдром. Слово конта- (conta-) указывает на умножение количества граней на 10, например, гексеконтаэдр имеет 60 граней. 

Приставки могут описывать форму граней, чтобы устранять противоречия между двумя многогранниками с одинаковым количеством граней. Например, ромбический додекаэдр имеет в качестве граней 12 ромбов. Пятиугольный икосотетраэдр имеет 24 пятиугольных грани. Вообще приставки подобные пятиугольный и шестиугольный могут представлять не только форму каждой грани, но и форму основополагающего многоугольника в бесконечных сериях, - например, призм и антипризм (пятиугольная призма, шестиугольная антипризма). 

Существует 4 архимедовых тела, имеющих два подобных имени: ромбокубооктаэдр, часто называемый малым ромбокубооктаэдром ромбоусеченный куб, часто называемый большим ромбокубооктаэдром ромбоикосододекаэдр, часто называемый малым ромбоикосододкаэдром ромбоусеченный икосододекаэдр, часто называемый большим ромбоикосододекаэдром Приставка ромбо означает, что несколько граней (12 в первых двух случаях, 30 в остальных двух) находятся в плоскостях ромбического додекаэдра (в первых двух случаях) и ромбического триконтаэдра (в оставшихся двух). 

Слово звездчатый почти всегда описывает процесс расширения плоскостей граней многогранника, превращая его в звезду. Существует много способов сделать это, получая различные многогранники, которые не всегда легко отличить, пользуясь этой номенклатурой. Но знайте, что существует много авторов, которые некорректно используют этот термин, указывая на пирамиды, воздвигнутые на гранях. 

Приставка псевдо- указывает на два "изомера", которые изменяют положение частей. Например, псевдоромбокубооктаэдр, у которого нижняя восьмигранная чаша повернута на 45 градусов относительно такой же восьмигранной чаши в ромбокубооктаэдре (засчет этого поворота теряется несколько осей симметрии и поэтому некоторые ученые считают, что этот многогранник уже не является полуправильным).

2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ КЛАССИФИКАЦИЯ
2.1 Правильные многогранники (Платоновы тела)
Многогранником называется тело, граница которого является объединением конечного числа многоугольников.
Выпуклый многогранник называется правильным, если он удовлетворяет следующим двум условиям: 
i) все его грани – равные правильные многоугольники; 

(ii) к каждой вершине примыкает одно и то же число граней. 

Если все грани – правильные р-угольники и q из них примыкают к каждой вершине, то такой правильный многогранник обозначается {p, q}. Это обозначение было предложено Л.Шлефли (1814–1895), швейцарским математиком, которому принадлежит немало изящных результатов в геометрии и математическом анализе.

2.2 Платоновы тела
Существует пять видов правильных многогранников: тетраэдр, гексаэдр (куб), октаэдр, додекаэдр, икосаэдр. Почему правильные многограннки получили такие имена? Это связано с числом их граней. Тетраэдр имеет 4 грани, в переводе с греческого "тетра" - четыре, "эдрон" - грань. гексаэдр (куб) имеет 6 граней, "гекса" - шесть; октаэдр - восьмигранник, "окто" - восемь; додекаэдр - двенадцатигранник, "додека" - двенадцать; икосаэдр имеет 20 граней, "икоси" - двадцать.
Пять перечисленных правильных многогранников, называемых «телами Платона», захватили воображение математиков, мистиков и философов древности более двух тысяч лет назад. Названия правильных многогранников пришли из Греции. Их называют «телами Платона», так как они занимали важное место в философской концепции Платона обустройстве мироздания. Четыре многогранника олицетворяли в ней четыре сущности или «стихии». Тетраэдр символизировал огонь, так как его вершина устремлена вверх; икосаэдр - воду, так как он самый «обтекаемый»; куб — землю, как самый «устойчивый»; октаэдр - воздух, как самый «воздушный». Пятый многогранник, додекаэдр, воплощал в себе «все сущее», символизировал все мироздание, считался главным.
Гармоничные отношения древние греки считали основой мироздания, поэтому четыре стихии у них были связаны такой пропорцией: земля/вода = воздух/огонь. Атомы «стихий» настраивались Платоном в совершенных консонансах, как четыре струны лиры. Консонанс - приятное созвучие. Своеобразные музыкальные отношения в Платоновых телах являются чисто умозрительными и не имеют под собой никакой геометрической основы. Этими отношениями не связаны ни число вершин Платоновых тел, ни объемы правильных многогранников, ни число ребер или граней.
Эти идеи не являются одним лишь достоянием прошлого. И сейчас, спустя два  тысячелетия, многих привлекает лежащее в их основе эстетическое начало. О том, что они не утратили свою притягательность и поныне, весьма убедительно свидетельствует картина испанского художника Сальвадора Дали «Тайная вечеря».
Платоновы тела, или правильные многогранники, имеют в качестве граней равные правильные многоугольники, причем число граней, примыкающих к каждой вершине, одинаково. Таковы, как показано на рисунке, тетраэдр, куб (или гексаэдр), октаэдр, икосаэдр и додекаэдр. Первое число в скобках указывает, сколько сторон у каждой грани, второе – число граней, примыкающих к каждой вершине.
На рис. изображены правильные многогранники. 
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	Правильный тетраэдр составлен из четырех равносторонних треугольников. Каждая его вершина является вершиной трех треугольников. Следовательно, сумма плоских углов при каждой вершине равна 180°.
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	Куб составлен из шести квадратов. Каждая вершина куба является вершиной трех квадратов. Следовательно, сумма плоских углов при каждой вершине равнв 270°.
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	Правильный октаэдр составлен из восьми равносторонних треугольников. Каждая вершина октаэдра является вершиной четырех теугольников. Следовательно, сумма плоских углов при каждой вершине равна 240°.
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	Правильный додекаэдр составлен из двенадцати правильных пятиугольников. Каждая вершина додекаэдра является вершиной трех правильных пятиугольников. Следовательно, сумма плоских углов при каждой вершине равна 324°.
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	Правильный икосаэдр составлен из двадцати равносторонних треугольников. Каждая вершина икосаэдра является вершиной пяти треугольников. Следовательно, сумма плоских углов при каждой вершине равна 270°.
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2.3 Число правильных многогранников
Следует обратить внимание на замечательное обстоятельство. Если правильные многоугольники существуют с любым числом сторон n≥3, то правильных многогранников (с точностью до подобия) всего пять и число граней у них равно 4, 6, 8, 12 или 20. 
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Естественно спросить, существуют ли кроме платоновых тел другие правильные многогранники. 
Приведем одно интересное на наш взгляд доказательство этого факта. 

Чтобы прийти к идее этого доказательства, стоит немного поэкспериментировать с картонными многоугольниками. Подобно тому как две стороны многоугольника соединяются в вершине, так и любые две грани многогранника соединяются общей стороной (или пересекаются вдоль общей стороны — что то же самое). Эти стороны принято называть рёбрами многогранника. Каждое ребро является общей стороной двух и только двух многоугольных граней. Сами рёбра сходятся в точках, именуемых вершинами многогранника.

В тетраэдре в каждой вершине сходятся три ребра, иными словами, каждая вершина окружена тремя треугольниками. Если развернуть эти треугольники на плоскость, можно подсчитать, сколько градусов содержит полученный при этом их общий угол. Поскольку внутренний угол равностороннего треугольника равен 60°, три таких угла дадут в сумме 3 × 60° = 180°. Если мы приложим к нему ещё один равносторонний треугольник, то получим в сумме 240°. Но в таком случае мы придём к развёртке вершины октаэдра. Добавление ещё одного треугольника даёт 300°, и мы получаем развёртку вершины икосаэдра. Наконец, добавление шестого треугольника даёт полный угол в 360° — и мы сразу убеждаемся, что он не может соответствовать никакой вершине многогранника1.

Перейдём к квадратам. Естественно, что наименьшее их число равно трём. Три раза по 90° дают 270°; так получается вершина куба. Добавляя ещё один квадрат, мы снова приходим к полному углу в 360° — и останавливаемся. Для пятиугольников минимальное число граней — три — даёт нам вершину додекаэдра; если же мы возьмём более трёх пентагонов, то суммарный угол даже превзойдёт 360°. Для шестиугольников (гексагонов) уже и минимальное их число — три — слишком велико: три раза по 120° сразу дают 360°. Поэтому правильного многогранника с гексагональными гранями не существует. Тем более не подходят правильные многоугольники с числом сторон, большим шести. Таким образом, мы убеждаемся, что может существовать лишь пять правильных многогранников.

Все пять правильных многогранников перечислены в таблице, приведенной ниже. В трех последних столбцах указаны N0 – число вершин, N1 – число ребер и N2 – число граней каждого многогранника. 
	ПЯТЬ ПРАВИЛЬНЫХ МНОГОГРАННИКОВ

	Название
	Запись Шлефли
	N0
(число вершин)
	N1
(число ребер)
	N2
(число граней)

	Тетраэдр
	{3, 3}
	4
	6
	4

	Куб
	{4, 3}
	8
	12
	6

	Октаэдр
	{3, 4}
	6
	12
	8

	Икосаэдр
	{3, 5}
	12
	30
	20

	Додекаэдр
	{5, 3}
	20
	30
	12


3. МНОГОГРАННИКИ В СОВРЕМЕННОМ МИРЕ
«Правильных многогранников вызывающе мало, но этот весьма скромный по численности отряд сумел пробраться в самые глубины различных наук»
Л. Кэрролл
3.1 Научное значение теории многогранников
Несмотря на то, что первые упоминания о многогранниках были известны еще за три тысячи лет до нашей эры в Египте и Вавилоне, теория многогранников является и современным разделом математики. Она тесно связана с топологией, теорией графов, имеет большое значение как для теоретических исследований по геометрии, так и для практических приложений в других разделах математики, например, в алгебре, теории чисел, прикладной математики - линейном программировании, теории оптимального управления.
Древними греками исследовались также и многие геометрические свойства платоновых тел; с плодами их изысканий можно ознакомиться по 13-й книге Начал Евклида (см. также ГЕОМЕТРИЯ). Изучение платоновых тел и связанных с ними фигур продолжается и поныне. И хотя основными мотивами современных исследований служат красота и симметрия, они имеют также и некоторое научное значение, особенно в кристаллографии. Кристаллы поваренной соли, тиоантимонида натрия и хромовых квасцов встречаются в природе в виде куба, тетраэдра и октаэдра соответственно. Икосаэдр и додекаэдр среди кристаллических форм не встречаются, но их можно наблюдать среди форм микроскопических морских организмов, известных под названием радиолярий. 
Идеи Пифагора. Платона, И. Кеплера о связи правильных многогранников с гармоничным устройством мира уже в нагие время нашли свое продолжение в интересной научной гипотезе, авторами которой явились московские инженеры В. Макаров и В. Морозов. Они считают, что ядро Земли имеет форму и свойства растущего кристалла, оказывающего воздействие на развитие всех природных процессов, идущих на планете. Лучи этого кристалла, а точнее его силовое поле, обусловливают икосаэдро-добекаэдрическую структуру Земли, проявляющуюся в том, что в земной коре как бы проступают проекции вписанных в земной шар правильных многогранников: икосаэдра и додекаэдра. Их 62 вершины и середины ребер, называемых авторами узлами, обладают рядом специфических свойств, позволяющих объяснить некоторые непонятные явления
3.2 Роль симметрии в природе
На первый взгляд мир неживой природы кажется лишенным симметрии и порядка, но это не так. Ярким доказательством этого утверждения могут служить кристаллы, которые являются украшением неживой природы и вносят очарование симметрии в мир неживой природы. Выразительными примером могут служить снежинки, являющиеся не чем иным, как кристаллами воды. Совершенный вид снежинки определяется тем, что она обладает и центральной, и поворотной симметрией.
В очень красивой книге немецкого биолога начала нашего века Э. Геккеля «Красота форм в природе» можно прочитать такие строки: «Природа вскармливает на своем лоне неисчерпаемое количество удивительных созданий, которые по красоте и разнообразию далеко превосходят все созданные искусством человека формы». Создания природы, приведенные в этой книге, красивы и симметричны. Это неотделимое свойство природной гармонии. Но здесь видно и одноклеточные организмы - феодарии, форма которых точно передает икосаэдр. Интересно и то, что именно икосаэдр оказался в центре внимания биологов в их спорах относительно формы вирусов. Вирус не может быть совершенно круглым, как считалось ранее. Чтобы установить его форму, брали различные многогранники, направляли на них свет под теми же углами, что и поток атомов на вирус. Оказалось, что только один многогранник дает точно такую же тень - икосаэдр. Его геометрические свойства позволяют экономить генетическую информацию. Правильные многогранники - самые выгодные фигуры. Кристаллы некоторых знакомых нам веществ имеют форму правильных многогранников. Например, куб передает форму кристаллов поваренной соли, кристалл сернистого колчедана имеет форму додекаэдра, бор — икосаэдра.
Таким образом, правильные многогранники открывают людям попытки приблизиться к тайне мировой гармонии и показывают неотразимую привлекательность геометрии.
4. СВОЙСТВА ПРАВИЛЬНЫХ МНОГОГРАННИКОВ.
4.1 Теорема Эйлера

Многогранники выделяются необычными свойствами, самое яркое из которых формулируется в теореме Эйлера о числе граней, вершин и ребер выпуклого многогранника: для любого выпуклого многогранника справедливо соотношение Г+В-Р=2, где Г-число граней, В-число вершин, Р- число ребер данного многогранника. Теорему Эйлера историки математики называют первой теоремой топологии - крупного раздела современной математики. Простота этой формулы заключается в том, что она не связана ни с расстоянием, ни с углами.
Вершины любого правильного многогранника лежат на сфере (что вряд ли вызовет удивление, если вспомнить, что вершины любого правильного многоугольника лежат на окружности). Помимо этой сферы, называемой «описанной сферой», имеются еще две важные сферы. Одна из них, «срединная сфера», проходит через середины всех ребер, а другая, «вписанная сфера», касается всех граней в их центрах. Все три сферы имеют общий центр, который называется центром многогранника. 

4.2 Симметрии правильных многогранников
Основной интерес к правильным многогранникам вызывает большое число симметрий, которыми они обладают. Под симметрией (или преобразованием симметрии) многогранника понимается такое его движение как твердого тела в пространстве (например, поворот вокруг некоторой прямой, отражение относительно некоторой плоскости и т. д), которое оставляет неизменным множества вершин, ребер и граней многогранника. Иначе говоря, под действием преобразования симметрии вершина, ребро или грань либо сохраняет свое исходное положение, либо переводится в исходное положение другой вершины, другого ребра или другой грани.
Рассмотрим подробнее симметрии тетраэдра, т.е. правильного многогранника {3, 3}. Любая прямая, проходящая через любую вершину и центр тетраэдра, проходит через центр противоположной грани. Поворот на 120 или 240 градусов вокруг этой прямой принадлежит к числу симметрий тетраэдра. Так как у тетраэдра 4 вершины (и 4 грани), то мы получим всего 8 прямых симметрий. Любая прямая, проходящая через центр и середину ребра тетраэдра проходит через середину противоположного ребра. Поворот на 180 градусов (полуоборот) вокруг такой прямой также является симметрией. Так как у тетраэдра 3 пары ребер, мы получаем еще 3 прямые симметрии. Следовательно, общее число прямых симметрий, включая тождественное преобразование, доходит до 12. Можно показать, что других прямых симметрий не существует и что имеется 12 обратных симметрий. Таким образом, тетраэдр допускает всего 24 симметрии. Для наглядности полезно построить картонную модель правильного тетраэдра и убедиться, что тетраэдр действительно обладает 24 симметриями. 
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	РАЗВЕРТКИ пяти правильных многогранников. 


Прямые симметрии остальных правильных многогранников можно описать не по отдельности, а все вместе. Не утруждая вас этим рассуждениями, скажем только, многогранник {3, 3} обладает 12 прямыми симметриями, многогранники {4, 3} и {3, 4} имеют по 24 симметрии, а многогранники {5, 3} и {3, 5} – по 60 симметрий. 

Идея симметрии увлекла немецкого астронома Иоганна Кеплера, который пытался построить геометрическую модель мира. В сферу Сатурна он вписал куб, в куб вписан сферу Юпитера. В сферу Юпитера он вписал тетраэдр, в тетраэдр - сферу Марса, а в сферу Марса был вписан додекаэдр, которые Кеплер вписал в сферу Земли. Кеплер считал геометрию «прообразом красоты мира» и в отличие от пифагорейцев искал первопричины гармонии не в числовых соотношениях, а в скрытых за числами геометрических фигурах.
С древнейших времен наши представления о красоте связаны с симметрией. Наверное, этим объясняется интерес человека к многогранникам - удивительным символам симметрии, привлекавшим внимание выдающихся мыслителей.
5. ТЕЛА АРХИМЕДА.
Правильным многогранником называется многогранник, у которого все грани правильные равные многоугольники, и все двугранные углы равны, но есть и такие многогранники, у которых все многогранные углы равны, а грани - правильные, но разноименные правильные многоугольники. Многогранники такого типа называются равноугольно полуправильными многогранниками. Впервые многогранники такое типа открыл Архимед. Им подробно описаны 13 многогранников, которые позже в честь великого ученого были названы телами Архимеда. 
Множество архимедовых тел можно разбить на несколько групп. Первую из них составят пять многогранников, которые получаются из платоновых тел в результате их у с е ч е н и я. Усечённое тело есть не что иное, как тело с отрезанной верхушкой. Усечением называется удаление некоторых частей тел, а в нашем случае — удаление всех частей, расположенных около вершин, вместе с самими вершинами. Для платоновых тел это можно сделать таким образом, что и получающиеся новые грани, и остающиеся части старых будут правильными многоугольниками. К примеру, тетраэдр можно усечь так, что его четыре треугольные грани превратятся в четыре гексагональные, а к ним добавятся четыре правильные треугольные грани. Так могут быть получены пять архимедовых тел: усечённый тетраэдр, усечённый гексаэдр (куб), усечённый октаэдр, усечённый додекаэдр и усечённый икосаэдр.

Другую группу составляют всего два тела, именуемых также квазиправильными многогранниками. Частица «квази» подчёркивает, что грани этих многогранников представляют собой правильные многоугольники всего двух типов, причём каждая грань одного типа окружена многоугольниками другого типа. Эти два тела носят названия кубооктаэдр и икосододекаэдр. Подробнее на них мы остановимся ниже.

Два последующих многогранника называются ромбокубооктаэдром и ромбоикосододекаэдром. Иногда их называют также «малым ромбокубооктаэдром» и «малым ромбоикосододекаэдром» в отличие от большого ромбокубооктаэдра и большого ромбоикосододекаэдра. Если процесс усечения применить к двум квазиправильным телам — кубооктаэдру и икосододекаэдру, то новые полученные грани будут в лучшем случае прямоугольниками, но не квадратами. Однако дальнейшие модификации могут превратить эти прямоугольники в квадраты. Вот почему некоторые авторы называют большой ромбокубооктаэдр и большой ромбоикосододекаэдр «усечённым кубооктаэдром» и «усечённым икосододекаэдром» соответственно. В нашей книге мы предпочитаем называть их ромбоусечённым кубооктаэдром и ромбоусечённым икосододекаэдром. Приставка «ромбо» указывает на особый способ получения квадратных граней, который был применён для построения этих двух тел из двух квазиправильных многогранников. Это даёт нам право опустить определение «малые» перед названиями двух ранее введённых тел.

Наконец существуют две так называемые «курносые» модификации — одна для куба, другая — для додекаэдра. Для каждой из них характерно несколько повёрнутое положение граней, что даёт возможность построить два различных варианта одного и того же «курносого» многогранника (каждый из них представляет собой как бы зеркальное отражение другого). Такие варианты, отличающиеся друг от друга, как правая рука отличается от левой, называются энантиоморфными.

6. ТЕЛА КЕПЛЕРА-ПУАНСО
Кроме полуправильных многогранников из правильных многогранников - Платоновых тел, можно получить так называемые правильные звездчатые многогранники. Их всего четыре, они называются также телами Кеплера-Пуансо. Кеплер открыл малый додекаэдр, названный им колючим или ежом, и большой додекаэдр. Пуансо открыл два других правильных звездчатых многогранника, двойственных соответственно первым двум: большой звездчатый додекаэдр и большой икосаэдр. 
7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Выводы. Итак, мы изучили часть увлекательного раздела геометрии-теории многогранников. И надо отметить при этом, что мы не только узнали много нового и увлекательного, но и получили большое удовольствие от того, что мы сотворили. Возможно, при виде наших моделей кто-то спросит: «А какая от них польза?». Мы ответим на это так: «А разве все красивое полезно?». Но нетрудно усмотреть и пользу, которую приносят модели в качестве декоративных украшений. Ими хорошо украсить комнату или праздничный стол. А как красивы блестящие звезды на елке! Ведь недаром сейчас эти модели появились в продаже в больших городах. Ну а мы еще, как уже было сказано выше, А кроме всего этого, работа над моделями вырабатывает аккуратность, усидчивость, трудолюбие, терпение и еще многие качества, которых нам так иногда не хватает.

А что касается перспектив дальнейшей работы над этой темой, то думаем, что нам их хватит до окончания школы. Ведь на сегодняшний день известно 75 однородных многогранников и большое число их звездчатых форм. До окончания нынешнего учебного года планируем сделать модели Кеплера-Пуансо, а дальше попробуем звездчатые формы. Для изготовления они очень сложны, но тем интереснее будет работа.

Также можно подробно остановиться на процессе продолжения граней многогранников, т.к., во-первых, указанный процесс открывает новые области исследований. Во-вторых, он на редкость прост и вместе с тем приводит к возникновению огромного числа новых форм, почти не поддающихся перечислению. Проявив достаточную настойчивость, можно обнаружить здесь сколько угодно новых тел. В-третьих, этот процесс помогает понять, что может получиться, если мы будем продолжать не грани, но рёбра многогранников. Продолжение рёбер в свою очередь приводит к появлению новых тел, рёбрами которых будут продолженные отрезки. Простейший пример: продолжения рёбер додекаэдра порождают малый звёздчатый додекаэдр. Скелетная модель покажет вам это с достаточной ясностью. Многие однородные многогранники можно получить таким способом. Но все это мы попытаемся рассмотреть в следующий Но особую пользу наша работа принесёт всем тем, кто вслед за нами захочет собственноручно смастерить кое-какие из описанных моделей (выпуклых и звёздчатых) многогранных форм. 

Мы делали это не только втроем, а привлекали к этой работе ребят из нашего класса. Исходя из нашего практического опыта, хотим дать несколько рекомендаций. Модели проще всего делать из цветного картона (он есть в свободной продаже), используя данную в литературе и в нашей работе схему раскраски. Следует также тщательно выбрать клей — он должен быстро засыхать и не образовывать комков. Постарайтесь выбрать самую плотную цветную бумагу — тогда модель не будет мяться.
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Приложение №1

СЛОВАРЬ ТЕРМИНОВ, ВСТРЕЧАЮЩИХСЯ В РАБОТЕ.

Антипризма (antiprism) полуправильный многогранник, состоящий из двух n-гранников и 2n треугольников, все ребра равны.

Aрхимедовы тела (Archimedian) 13 выпуклых полуправильных многогранников.

Вершина (vertex) Точка, в которой пересекаются 3 и более граней многогранника.

Выпуклая фигура такая фигура, что если соединить отрезком любые две точки этого многогранника, то любая точка, принадлежащая этому отрезку будет также принадлежать и многограннику. Многогранник, лежащий по одну сторону от плоскости любой своей грани.

Грань (face) многоугольник, входящий в состав многогранника.

Двугранный угол (dihedral angle) угол, между двумя пересекающимися плоскостями.

Звездчатая форма (stellation) многогранник, созданный на основе расширения существующих граней данного многогранника.

Золотой коэффициент (golden ratio) (1+sqrt(5))/2, примерно 1,61803, это коэффициент, показывающий отношение диагонали пятиугольника к его стороне. Эта константа появляется во многих измерительных характеристиках икосаэдра и додекаэдра, также как квадратный корень из двух появляется в измерительных характеристиках куба. Золотой треугольник имеет стороны, относящиеся друг к другу, как этот коэфициент. В золотом ромбе так относятся диагонали.

Многогранник (polyhedron) трехмерный объект, составленный из многоугольников так, что каждое ребро связывает только два многоугольника.

Многогранный угол (vertex figure) фигура, образованная нескольникими плоскостями (гранями), имеющими общую точку (вершину).

Многоугольник (polygon) двухмерная фигура, составленная из отрезков, называемых сторонами, связанными по две в каждой вершине.

Пентаграмма (pentagram) пятиугольная звезда.

Платоновы тела (Platonics) 5 выпуклых многогранников. Они имеют правильные многоугольники в качестве граней и идентичные вершины (имеется в виду, что вокруг каждой вершины находится одинаковое число граней).

Полуправильные многогранники (semi-regular) состоят из двух или более типов правильных многоугольников, многогранные углы равны.

Правильный многогранник (regular polyhedron) многогранник, у которого каждая грань правильный многоугольник и многогранные углы равны.

Правильный многоугольник (regular polygon) многоугольник, у которого все стороны и углы равны.

Призма (prism) полуправильный многогранник, составленный из двух n-гранников и n квадратов.

Ребро (edge) отрезок, лежащий на пересечении граней и ограниченный вершинами многогранника.

Ромб (rhombus) многоугольник, имеющий 4 равные стороны.

Усечение (truncate) отсечение угла многогранника вокруг его вершины.

В дальнейшем вам довольно часто будет попадаться термин энантиоморфный. Он всего-навсего выражает свойство быть «правым» или «левым» экземпляром, подобно двум перчаткам одной пары или предмету и его отражению в зеркале. Если выбрать какой-либо порядок цветов и раскрасить грани, примыкающие к некоторой вершине в этом порядке по часовой стрелке, то энантиоморфной раскраской будет обратная — в том же порядке против часовой стрелки.

Двойственными называются такие многогранники, которые имеют одно и то же число рёбер, но при этом число граней одного равно числу вершин другого и, наоборот, число вершин одного равно числу граней другого. Кроме того, n-сторонней грани в одном из них соответствует вершина другого, в которой сходятся n рёбер. Только что построенные нами многогранники двойственны многогранникам, помещённым в книге под номерами 7, 15 и 16 соответственно.
Приложение № 2
РАЗВЕРТКИ ПРАВИЛЬНЫХ МНОГОГРАННИКОВ
На рисунке изображена развертка правильного тетраэдра. Перерисуйте её на плотный лист бумаги в большом масштабе, вырежьте развертку и склейте из неё тетраэдр. 
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На рисунке изображена развертка куба. Перерисуйте её на плотный лист бумаги в большом масштабе, вырежьте развертку и склейте из неё куб. 
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На рисунке изображена развертка правильного октаэдра. Перерисуйте её на плотный лист бумаги в большом масштабе, вырежьте развертку и склейте из неё октаэдр. 
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На рисунке изображена развертка правильного додекаэдра. Перерисуйте её на плотный лист бумаги в большом масштабе, вырежьте развертку и склейте из неё додекаэдр. 
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На рисунке изображена развертка правильного икосаэдра. Перерисуйте её на плотный лист бумаги в большом масштабе, вырежьте развертку и склейте из неё икосаэдр. 
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Приложение № 3

Модель № 1                       Тетраэдр 

[image: image20.jpg]


Простейшим среди многогранников является тетраэдр. Его четыре грани — равносторонние треугольники. Четыре — это наименьшее число граней, отделяющих часть трёхмерного пространства. Тем не менее тетраэдр обладает многими свойствами, характерными для однородных многогранников. Все его грани суть правильные многоугольники, причём каждая отделяется ребром в точности от одной грани. Все многогранные углы тетраэдра также равны между собой. Модель тетраэдра можно сделать, пользуясь одной развёрткой, на которой будут расположены все четыре треугольные грани. Однако в этом случае все грани будут одного цвета. Подобным же образом все выпуклые многогранники можно сделать с помощью [image: image21.jpg]


одной развёртки и тем самым одноцветными [19]. Если же вы хотите сделать модель тетраэдра (как и любого многогранника) разноцветной, следует приготовить развёртки для каждого типа грани в виде отдельного многоугольника. Для тетраэдра вам понадобится всего один трафарет в виде равностороннего [image: image22.jpg]


треугольника.

Сделайте четыре заготовки разного цвета — например. Ж, С, О и К. Не забудьте оставить наклейки с каждой стороны, как показано на рисунке справа. Теперь склейте все четыре заготовки вместе в положение, показанное слева. Соедините несклеенные боковые грани и склейте вначале только две из них между собой. Затем наложите клей на оставшиеся наклейки и приклейте последнюю грань, как бы закрывая коробку. Дальнейшее сделают внутренние напряжения в модели, ваши пальцы, приложенные к её ребрам, и высыхающий клей.

Модель № 2                   Гексаэдр (куб) 

[image: image23.jpg]


Несомненно, куб, или, как его иногда называют математики, гексаэдр — самый общеизвестный и широко используемый. многогранник. Все шесть его граней — квадраты, сходящиеся по два вдоль каждого ребра и по три в каждой вершине. Вы можете начать постройку модели куба, выбрав один квадрат и присоединив к нему четыре других, как показано на рисунке справа. Затем вы склеите наклейки соседних боковых граней, причём склеенные попарно наклейки вновь образуют как бы жёсткий скелет многогранника. Остаётся добавить последнюю грань, и это действие уже с полным правом можно будет уподобить закрыванию ящика крышкой.

Возможно, что в своей простоте [image: image24.jpg]


куб не самый привлекательный многогранник. Но он обладает несколькими удивительными свойствами в отношении других платоновых и некоторых архимедовых тел. А объединение пяти кубов можно поместить в додекаэдр, и при этом получается очень красивая модель [19]1.



     1 Факт существования этих пяти кубов может быть положен в основу доказательства неразрешимости в радикалах общего уравнения 5-й степени (ср. со сноской).

Модель № 3                    Октаэдр 

[image: image25.jpg]


Октаэдр - это многогранник, гранями которого являются восемь равносторонних треугольников. Так как его противоположные грани лежат в параллельных плоскостях, то можно превосходно обойтись всего четырьмя красками. Модель этого многогранника вы начинаете делать, склеивая четыре треугольника, как показано на рисунке справа. После того как вы склеите между собой грани 1 и 4, в ваших руках окажется правильная четырёхугольная пирамида без квадратного основания. Эта часть составляет ровно половину модели.

Вторая половина энантиоморфна первой. Тем не менее проще продолжить работу в такой последовательности: сначала приклейте наклейки четырёх оставшихся треугольников к соответствующим наклейкам на сторонах квадратного основания. (Проследить, чтобы противоположные грани октаэдра имели один и тот же цвет, нетрудно.) Затем последовательно склейте наклейки соседних граней, снова закрывая модель последним треугольником, как крышкой. Теперь вы можете заметить, что квадрат, только что послуживший основанием первой половины модели, на [image: image26.jpg]


самом деле всего лишь один из трёх квадратов такого рода, которые можно видеть на полной модели. При этом рёбра квадратов лежат в трёх взаимно перпендикулярных плоскостях. Это обстоятельство будет впоследствии использовано при построении невыпуклого многогранника 67.

Модель № 4                     Додекаэдр 

[image: image27.jpg]


В известном смысле додекаэдр представляет наибольшую привлекательность среди платоновых тел, соперничая с икосаэдром, который почти ему не уступает (а быть может, в чём-то и превосходит). Пожалуй, пальму первенства додекаэдр получает за свои три звёздчатые формы, описываемые ниже.

Модель этого многогранника можно сделать четырёхцветной двумя способами; если же воспользоваться для раскраски шестью цветами, то противоположные грани [image: image28.jpg]


легко сделать одноцветными. Такую раскраску хорошо перенести на упомянутые выше звёздчатые формы додекаэдра. Приводим описание.

Построение модели вы начинаете с приклеивания пяти разноцветных пятиугольников — скажем, Ж, С, О, К, З — к одному центральному пятиугольнику, например белого цвета (Б). После этого вам следует склеить цветные пятиугольники между собой — и половина дела сделана. (Об этой половине додекаэдра мы будем говорить впоследствии в связи с моделями звёздчатых форм икосаэдра, для которых она может служить в качестве строительной рамы. Правда, там нам придётся вывернуть её наизнанку, но для построения модели додекаэдра этого делать не следует — пусть наклейки останутся внутри модели.) Остаётся подклеить остальные грани додекаэдра к уже сделанной половине таким образом, чтобы противоположные грани были одноцветными.

На рисунке слева показана четырёхцветная раскраска додекаэдра. Можно воспользоваться и энантиоморфным порядком цветов. Иногда удобнее обращаться именно к такой раскраске — особенно для моделей, имеющих симметрию додекаэдра. Поэтому мы сочли нужным привести её здесь.

Модель № 5                       Икосаэдр 
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Икосаэдр — одно из пяти платоновых тел, по простоте следующее за тетраэдром и октаэдром. Их объединяет то обстоятельство, что гранями каждого являются равносторонние треугольники. При изготовлении модели икосаэдра можно выбрать любую из двух эффектных возможностей распределения пяти цветов. Во-первых, икосаэдр может быть раскрашен так, что у каждой вершины встретятся все пять цветов (правда, в таком случае противоположные грани не будут окрашены одинаково). Другой способ обеспечивает противоположным граням одинаковые цвета, зато у каждой вершины, за исключением двух полярных, будет повторяться по кругу один цвет. Обе раскраски очень интересны и для наших целей полезны, ибо многие описанные ниже однородные [image: image30.jpg]


многогранники имеют икосаэдральную симметрию. Быть может, по этой причине вы сочтёте нужным впоследствии иметь две модели икосаэдра с разной раскраской. Обе модели можно строить, исходя из одного и того же начального расположения пяти равносторонних треугольников, как показано на рисунке вверху слева. Они образуют невысокую пятиугольную [image: image31.jpg]
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пирамиду без основания. К сторонам её основания приклейте следующие пять треугольников, руководствуясь той или иной таблицей раскраски. Между ними вы приклеете по одному треугольнику — это сделать несложно, если обратить внимание на то, что в каждой вершине сходятся пять граней. Завершая модель, приклейте последние пять треугольников.

Чтобы облегчить пользование таблицами раскраски, запомните: первая строка любой таблицы задаёт раскраску пяти треугольников, окружающих «северную полярную» вершину икосаэдра. Последующие две строки указывают раскраску «экваториального» кольца из десяти чередующихся равносторонних треугольников. Наконец, [image: image33.jpg]


четвёртая строка показывает раскраску граней у «южного полюса» [image: image34.png]


икосаэдра.

[image: image35.png]


Если вас интересует порядок раскраски не только вблизи «полюсов», но и у других десяти вершин, то по нашим таблицам его тоже легко найти. Надо совершить круговой обход по таблице по следующему правилу: начиная с двух соседних цветов в крайней строке, опуститься (или подняться) на следующую строку, затем ещё на одну и после этого вернуться на исходные. Например:

Это наводит нас на мысль о том, что таблицы раскраски можно задавать совершенно по-иному — нумеруя вершины и выписывая порядок чередования цветов у каждой из них. Правда, это приведёт к тому, что каждая треугольная грань икосаэдра будет поименована в такой таблице трижды, но всё же таблицы удобны: с их помощью легче последовательно «обклеивать» вершину. Мы воспользуемся ими впоследствии при построении более сложных моделей. Для икосаэдра таблицы этого типа выглядят так: 

Здесь указаны раскраски только шести вершин, причём вершина (0) — снова «северный полюс» икосаэдра. Для обеих моделей вершины, противоположные этим, имеют энантиоморфную раскраску. Её можно получить, читая соответствующую строку в обратном порядке, то есть справа налево. Как только вы немного поэкспериментируете с построенной моделью, вы вполне уясните себе всё, чего не поняли в этих объяснениях.

Модель № 6              Усечённый тетраэдр 
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Этот многогранник будет выглядеть весьма эффектно, если его шестиугольные грани раскрасить теми же цветами, в которые были выкрашены четыре грани тетраэдра, а все треугольные грани сделать одноцветными, используя новый цвет. Другой способ раскраски основан на том, что каждая треугольная грань получает тот же цвет, что и противоположная шестиугольная, параллельная ей. Именно такую раскраску мы и приводим. Если вы подклеите все заготовки в [image: image37.png]12 3 L



указанном порядке, то получите развёртку с правильно раскрашенными гранями.

Вам остаётся только попарно склеить остальные наклейки способом, описанным для модели тетраэдра.

Эту же модель можно построить и по-другому. Сначала вы делаете чашу в форме тетраэдра, развёртка которой показана на рисунке слева. Дно чаши будет треугольным, а стенки — шестиугольными. При этом соединённые наклейки превратятся в жёсткие ребра по углам чаши, находящиеся внутри неё. Затем вы склеиваете треугольники и [image: image38.png]


шестиугольник между собой (лучше оставить одну треугольную грань напоследок, крепко приклеив её только одной стороной) и закрываете отверстие, как закрывают крышку ящика.

Такой способ рекомендуется применять при построении всех моделей.

Модель № 7           Усечённый гексаэдр (куб) 
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Этот многогранник представляет собой всего-навсего усечённый куб. Вряд ли его модель кого-нибудь особо привлечёт, но следует помнить, что это всё-таки тоже однородный многогранник.

Раскраску восьмиугольных граней модели можно скопировать с раскраски куба, а для всех треугольных граней выбрать четвёртый цвет. Изготовление этой [image: image40.png]Mepbas madnuye
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модели можно начать с того, чтобы окружить один восьмиугольник соседними треугольниками и восьмиугольниками, как показано на рисунке слева. Склеив между собой наклейки соседних восьмиугольников, оставьте треугольные отверстия, которые потом заклейте треугольниками. Как и в предыдущих моделях, хорошенько приклейте одну сторону треугольной грани, а затем закройте отверстие треугольной крышкой. Всё это нетрудно сделать, пока модель не закрыта и имеется доступ внутрь.

В последнюю очередь вы приклеиваете жёлтый (Ж) восьмиугольник, а четырьмя красными (К) треугольниками закрываете углы. Обратите внимание: по сравнению с предыдущими моделями изготовление этой модели требует от вас большей ловкости и аккуратности. Но мы не сомневаемся, что, если вы на этом не остановитесь, а продолжите работу по построению моделей, нужные навыки придут к вам сами.

Модель № 8              Усечённый октаэдр 
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Если вы успешно справились с предыдущей моделью, то теперь знаете способ, которым мы воспользуемся для построения усечённого октаэдра. Раскраска шестиугольных граней модели должна совпадать с раскраской граней октаэдра, а именно: четыре пары противоположных шестиугольных граней раскрашиваются в четыре разных цвета. Для квадратов же мы используем пятый цвет. Построение модели вы начинаете, окружая один [image: image42.png]


шестиугольник четырёхугольными и шестиугольными гранями, одна за другой, как показано на рисунке справа. Склеив соседние грани, вы получите чашу, образующую ровно половину модели.

После этого вам не составит труда подклеить остальные части — нужно только проследить за тем, чтобы противоположные грани были одного цвета. В последнюю очередь надо подклеить какой-нибудь квадрат. Вряд ли следует вам напоминать, что до тех пор, пока вы его не приклеите, модель будет легко деформироваться. После завершения работы модель окажется весьма жёсткой — это характерно для всех выпуклых многогранников.

Модель № 9             Усечённый додекаэдр 
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Гранями этого многогранника являются правильные треугольники и десятиугольники. Здесь для десятиугольных граней мы можем вновь воспользоваться четырёхцветной раскраской додекаэдра, сделав все треугольники, например, зелёного цвета. Исходный красный (К) десятиугольник окружите последовательно десятиугольниками следующих цветов: Ж, C, О, C, О, а все треугольные отверстия закройте зелёными (З) треугольниками. Следующие пять десятиугольников будут иметь цвета: К, Ж, К, С, Ж. При этом первый из них (К) надо подклеить к тому оранжевому (О) десятиугольнику, который расположен между двумя синими (С) десятиугольниками. После того как вы это сделали, приклейте на свои места остальные треугольники.

Эта модель не выглядит особо привлекательной, возможно, потому, что площади треугольников слишком малы по сравнению с площадями десятиугольников. Исходя из этого, при изготовлении модели необходимо как-то укрепить или усилить десятиугольные грани изнутри, иначе они будут легко сминаться. Для этой цели лучше всего воспользоваться более плотным картоном. Впрочем, если модель не слишком велика, надобности в таком усилении нет.

Модель № 10            Усечённый икосаэдр 
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Поскольку этот многогранник есть не что иное, как усечённый вариант икосаэдра, то естественно раскрасить его шестиугольные грани теми же пятью цветами, которыми были раскрашены грани икосаэдра, а для пятиугольных граней выбрать новый цвет. Если вы воспользуетесь таблицей раскраски икосаэдра, вам будет нетрудно правильно расположить цвета и изготовить эту модель.

Начните с белого (Б) пятиугольника, обклеив его пятью разноцветными шестиугольниками — Ж, С, О, К, З. Внимательно проследите за каждым новым кольцом шестиугольников, добавляя всякий раз белый пятиугольник в его центр. Таким способом вы легко подклеите недостающие пять колец шестиугольников. Разумеется, каждый шестиугольник будет входить в три таких кольца. Законченная модель весьма привлекает чередованием разноцветных пяти- и шестиугольных граней.

Модель №11                    Кубооктаэдр

[image: image45.png]


Само название многогранника указывает на некую близость его к кубу и к октаэдру. Такая близость существует в действительности. Шесть квадратных граней этого многогранника принадлежат граням некоторого куба, тогда как восемь треугольных граней принадлежат граням октаэдра. Если впоследствии вы захотите сделать модель соединения этих двух платоновых тел, то на ней вы отчётливо увидите, что кубооктаэдр является их общей частью1.

При изготовлении этой модели можно использовать для раскраски квадратов те же цвета, что и для граней куба, а все треугольные грани сделать одноцветными.

Прежде всего подклейте к одному треугольнику три квадрата, как это показано на рисунке слева. Затем с помощью ещё трёх треугольников склейте подобие чаши с треугольным дном и стенками, составленными из квадратов и треугольников, которые чередуются между собой. По окончании этой работы вы получите половину модели. [image: image46.png]


После этого вам будет нетрудно подклеить недостающие грани. Проследите только за тем, чтобы противоположные квадратные грани имели один и тот же цвет.

Важнейшим свойством этого многогранника является то, что он имеет грани двух типов, причём каждая грань одного типа соседствует только с гранями другого типа. Многогранники, обладающие этим свойством, называются квазиправильными.

     1 Другими словами, кубооктаэдр есть пересечение куба К и октаэдра О подходящих размеров (в современной символике КО = К∩О), расположенных так, что центры К и О совпадают и диагонали октаэдра перпендикулярны граням куба.

Модель № 12               Икосододекаэдр 
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Икосододекаэдр, подобно кубооктаэдру, являет собой квазиправильный комбинированный многогранник. Его также можно рассматривать как общую часть соединения двух тел — икосаэдра и додекаэдра. При раскраске икосододекаэдра можно ограничиться пятью цветами: если сделать все треугольные грани зелёными (З), то остальными четырьмя цветами можно раскрасить пятиугольные грани, подобно тому как раньше мы раскрашивали додекаэдр.

Вы можете начать работу, подклеив к исходному синему (С) пятиугольнику пять зелёных треугольников. Следующие пять пятиугольников приклеиваются так, чтобы каждый из них двумя соседними гранями соединялся с двумя треугольниками. Цвета для пятиугольников — О, К, Ж, К, Ж. Подклеив в промежутки между пятиугольниками недостающие пять треугольников, мы получим ровно половину модели. При этом оставшиеся наклейки будут находиться по сторонам правильного десятиугольника. Продолжая работу, вы будете подклеивать к ним треугольники и пятиугольники в чередующемся поряд-ке.

Начните с треугольных граней, подклеив их к свободным сторонам пятиугольников. Затем подклейте оранжевый (О) пятиугольник так, чтобы его вершина совпала с вершиной того жёлтого (Ж) пятиугольника, который находится между двумя красными (К). Порядок раскраски пятиугольников таков: О, С, О, К, С. Последний жёлтый (Ж) пятиугольник добавляется после того, как подклеена часть оставшихся треугольников. Изготовление модели заканчивается как обычно.

На модели ясно видны шесть различных «экваториальных» поясов, образованных рёбрами многогранника. Это свойство используется при построении моделей некоторых невыпуклых однородных многогранников.

Модель № 13          Ромбокубооктаэдр 
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Название многогранника и на этот раз объясняет его происхождение. Множество квадратных граней ромбокубооктаэдра разбивается на два подмножества, каждому из которых можно отнести свой цвет. Для треугольников естественно выбрать третий цвет.

При построении этой модели можно начать со склейки показанных на рисунке частей, которые образуют неглубокую чашу с восьмиугольным верхним краем. К свободным наклейкам подклеиваются [image: image49.png]


квадраты, причём их раскраска должна чередоваться в порядке, который указан вто-рой строкой таблицы раскраски. Например, каждый красный (К) квадрат «экваториального» пояса подклеивается к синему (С) треугольнику, а каждый жёлтый (Ж) квадрат — к красному (К) квадрату. После этого легко закончить модель, подклеивая части по отдельности и продолжая чередовать цвета соседних квадратов. В результате получается довольно красивая модель, хотя её гранями являются лишь правильные треугольники и квадраты.

Следует отметить, что, повернув одну восьмиугольную чашу ромбокубооктаэдра на угол 45° по отношению ко всему телу, можно получить многогранник, называемый псевдоромбокубооктаэдром. Это новое тело имеет равные многогранные углы. Однако оно не относится к архимедовым телам, ибо в нём перепутаны квадратные грани, имеющие кубическое и ромбическое происхождение1.



     1 Этот многогранник не был известен на протяжении двух тысяч лет, видимо, именно потому, что его нельзя получить при помощи описанной выше процедуры ромбического усечения. Однако его, очевидно, следует включить в список архимедовых (или полуправильных) тел, если характеризовать эти тела не просто как известные Архимеду, а, к примеру, исходить из определения, которое приводит автор (и которое, видимо, давал сам Архимед). Любопытно отметить, что в конце 50-х — начале 60-х годов прошлого столетия «брешь» в стройной теории архимедовых тел независимо обнаружили сразу несколько математиков в разных странах. Первым здесь, видимо, был советский учёный В. Г. Ашкинузе (1957); западные же учёные в этой связи чаще ссылаются на публикацию югославского математика С. Билинского от 1960 года.

Модель № 14          Ромбоикосододекаэдр 
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Эта модель принадлежит к числу наиболее привлекательных среди всех других моделей архимедовых тел. Простейшее и наиболее естественное распределение красок на модели этого многогранника сводится к тому, что каждый из трёх типов граней получает свой цвет. Например, все треугольники — жёлтый (Ж), все квадраты — синий (С) и все пятиугольники — оранжевый (О). Вы можете подряд обклеивать каждый пятиугольник квадратными гранями, каждые две из которых будут связаны промежуточной треугольной гранью.

С различными вариациями этого многогранника вы встретитесь в дальнейшем при рассмотрении невыпуклых однородных многогранников. Возможны также вариации раскраски — их подсказывает сама форма многогранника. Многие из этих раскрасок весьма эффектны.

Модель № 15          Ромбоусечённый кубооктаэдр 
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Этот многогранник, известный также под названием усечённого кубооктаэдра, как и предыдущий, устроен так, что допускает простую раскраску: три разных цвета служат для окраски пар противоположных восьмиугольных граней, четвёртый цвет — для всех шестиугольников, пятый — для всех квадратов. Как обычно, приступая к построению модели, вы составляете в чашу исходные заготовки, показанные на рисунке слева. После этого подклеиваете четыре восьмиугольника в соответствии с указаниями во второй строке таблицы раскраски. Завершить [image: image52.png]6 /4\ 6
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работу не составляет никакого труда.

Эта модель несколько более запутанная и сложнее в изготовлении, чем предшествующие, но вместе с тем и более интересная

Модель № 16      Ромбоусечённый икосододекаэдр 
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Этот многогранник часто называют также усечённым додекаэдром. Красивую раскраску его модели можно получить самым простым способом: все десятиугольники пусть будут одноцветными, скажем, жёлтыми (Ж), все шестиугольники — синими (С) и все квадраты — оранжевыми (О).

Для построения модели вам предстоит выполнить уже знакомую последовательность действий: окружите каждый десятиугольник чередующейся последовательностью шестиугольников и квадратов, образующих кольцо. Тем самым любые два десятиугольника будут отделены друг от друга подобным кольцом, причём каждая квадратная грань будет принадлежать в точности двум разным кольцам. Близкие к этому многограннику тела найдутся также среди  н е в ы п у к л ы х  многогранников, которые мы будем разбирать в дальнейшем.

Поскольку ромбоусечённый икосододекаэдр имеет десятиугольные грани, то для обеспечения необходимой жёсткости модели эти грани следует делать из более плотного картона. Однако при небольших размерах модели требуемая жёсткость обеспечивается автоматически.

Модель № 17          Курносый куб 
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Этот многогранник можно вписать в куб таким образом, что плоскости шести квадратных его граней совпадут с плоскостями граней куба, причём эти квадратные грани курносого куба окажутся как бы слегка повёрнутыми по отношению к соответственным граням куба. К каждой стороне квадрата примыкает треугольная грань, поэтому квадрат выглядит окружённым треугольниками. Таких треугольников всего 24. Кроме того, восемь дополнительных треугольников закрывают отверстия, остающиеся после склеивания предыдущих заготовок.

Подобное строение многогранника подсказывает следующую его раскраску. Три противоположных квадрата раскрашиваются тремя красками. Прилегающие к каждому квадрату треугольники одноцветны, но в силу соблюдения основного принципа раскраски карт этот цвет меняется в зависимости от раскраски соответствующего квадрата. Для раскраски треугольников используются те же три [image: image55.png]


цвета, что и для квадратов. Наконец, четвёртым цветом отмечаются все восемь дополнительных треугольников.

При изготовлении модели следует пользоваться таблицей раскраски, указывающей распределение цветов для первых трёх частей модели. Эти части затем склеиваются вместе, причём в качестве связок между разноцветными треугольниками используются дополнительные красные (К) треугольники. Склеенные подобным образом три части образуют половину модели. Точно так же выполняется и вторая половина работы, нужно только проследить за тем, чтобы противоположные квадратные грани модели имели одинаковую раскраску1.



     1 Это значит, что примыкающие к новым квадратным граням треугольники также должны быть раскрашены в соответствии с таблицей.

Модель № 18          Курносый додекаэдр 

[image: image56.png]A




Этот многогранник находится в таком же отношении к правильному додекаэдру, в каком курносый куб находится к правильному гексаэдру (кубу). Чтобы раскрасить модель, возьмите все пятиугольники одного цвета, скажем зелёного (З). Заметьте, что каждый из них окружён пятью треугольниками и всем таким треугольникам можно было бы дать один цвет. Однако допустима и другая раскраска, при которой у каждой пятёрки треугольников будет свой цвет, соответствующий четырёхцветной раскраске додекаэдра. При этом дополнительные связующие треугольники также можно сделать зелёными.

* * *

Курносый додекаэдр — последний из семейства выпуклых однородных многогранников. Перейдём к некоторым звёздчатым формам и соединениям различных многогранников, после чего возвратимся к однородным многогранникам, но уже невыпуклым.

Модель № 20          Большой додекаэдр 
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Этот многогранник составлен из 12 пересекающихся пятиугольных граней. Если выполнить модель в шести цветах, то очень заметны выступающие над плоскими гранями пятиугольные звёзды. При этом каждый луч будет принадлежать в точности двум соседним звёздам. Для этой модели нужен трафарет в виде равнобедренного треугольника с углами 36°, 36° и 108°. Проще всего соединить заготовки между собой таким образом, чтобы получить 20 треугольных пирамид (вершинами вниз!), а затем склеить пирамиды вместе [image: image58.png]


способом, напоминающим тот, что мы применяли при склейке 20 треугольников, образующих икосаэдр. Порядок склейки и таблица раскраски приводятся на рисунке.

Треугольники 5 склеиваем с треугольниками 2 и получаем половину [image: image59.png]D Auss
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модели. Остальные её части энантиоморфны полученным и расположены на диаметрально противоположных местах.

Модель № 21       Большой звёздчатый додекаэдр 
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Это последняя звёздчатая форма правильного додекаэдра. Модель многогранника можно изготовить, подклеивая треугольные пирамиды к граням икосаэдра. Но мы не рекомендуем этот способ: получится неаккуратная и потому не удовлетворяющая вас модель. Не составит большого труда выполнить модель целиком полой; она окажется достаточно жёсткой. Это объясняется тем, что треугольные пирамиды даже без оснований обладают удовлетворительной прочностью. В качестве заготовок вам потребуются равнобедренные треугольники с углами 36°, 72° и 72° — лучи пятиконечной звезды. Их надо склеить между собой так, как показано на рисунке и в соответствии с таблицей [image: image61.png]


раскраски.

Первые пять пирамид (1, 2, 3) склеиваются между собой в кольцо таким образом, чтобы внешние рёбра образовали треугольники 1. Их стороны дадут нам пятиугольник. Сюда белыми (Б) треугольниками подклеиваются остальные пирамиды (4, 5, 6). Обратите внимание, что лучи звёзд, лежащих в одной плоскости, одинакового цвета. Остающиеся части энантиоморфны [image: image62.png]


полученным и располагаются на диаметрально противоположных двойникам местах. Эта модель очень декоративна.
Модель № 22          Большой икосаэдр 
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Из описанных до сих пор многогранников, пожалуй, самым красивым и декоративным является большой икосаэдр — последний из четырёх правильных звёздчатых многогранников Кеплера — Пуансо. Его вершины представляют собой центры правильных пятиугольных звёзд, выступающих из тела многогранника. Это свойство роднит большой икосаэдр с большим [image: image64.png]


додекаэдром и выделяет эти два тела из всего множества однородных многогранников. Многие однородные многогранники имеют звёздчатые грани, но подобного строения вершин вы больше не встретите.

Сделать модель большого икосаэдра нетрудно. Заготовка для неё очень проста, и, если следовать предлагаемому методу построения, модель окажется очень прочной и жёсткой, хотя и полой внутри. Пятицветная раскраска займёт больше времени, но на это стоит пойти. Справа приведена парная таблица раскраски, в соответствии с которой склеиваются показанные на рисунке части модели.

Каждая часть состоит из пяти пар заготовок, соединённых в своеобразный веер. Его следует перегнуть на манер гармошки так, чтобы вниз опустились внутренние рёбра каждой пары, а соседние рёбра разных пар приподнялись. Склеив свободные рёбра, вы получите вершинную часть модели. После этого малые равнобедренные треугольники подклеиваются на свои места, так что образуется пятиугольная впадина, из которой и вырастает вершинная часть.
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Вам потребуется всего 12 таких частей; одна половина из них окрашена в соответствии с таблицей, а другая половина имеет энантиоморфную раскраску. Эти части соединяются теперь в обычном икосаэдральном порядке, причём энантиоморфные части, естественно, диаметрально противоположны. Соединения соседних частей выполняйте последовательно, склеивая рёбра друг за другом. Рекомендуем для этой цели воспользоваться зажимами, ибо двугранные углы между краями оснований соседних частей очень малы. Даже последнюю часть стоит присоединять с помощью зажимов. Перед склеиванием последнего ребра [image: image66.png]


с помощью пинцета удалите зажимы с соседних рёбер, после чего капните клей в щель и распределите его по поверхности. Не огорчайтесь, если в углах пятиугольных рёбер окажутся небольшие щели или отверстия. Когда модель будет окончена, добавьте сюда пинцетом по капле клея и чуть сдавите края, пока клей не подсохнет. Тем самым вы избавитесь от щелей и ещё больше укрепите модель. Правильно выполненная модель большого икосаэдра удивительно красива.

Модель № 23          Малый звёздчатый додекаэдр 
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Этот многогранник — одно из тел Кеплера — Пуансо. В качестве трафарета вам необходим всего лишь равнобедренный треугольник с углами 72°, 72° и 36°. Такой треугольник образует любой луч пятиконечной звезды — пентаграммы. Пять склеенных треугольников образуют часть модели, примыкающую к любой вершине. Справа указаны порядок склеивания и распределение раскраски.

Рекомендуем подклеивать не отдельные [image: image68.png]


треугольники, а сразу же заранее заготовленные пятиугольные пирамиды одна к одной. Назовём такую пирамиду верхушкой. Начните с верхушки (0) и подклейте к ней наклейками подряд все пять остальных белых (Б) треугольников. Вы увидите, что образовалась белая звезда. В этом-то и заключался наш основной принцип: все части звёздчатых многоугольников должны иметь одну раскраску.

Кроме того, теперь видны и остальные звёздчатые грани — подклеены две из пяти частей каждой из них. Следующие шесть верхушек энантиоморфны исходным, и их следует приклеивать сразу же после изготовления. [image: image69.png]


Каждая должна занимать место, диаметрально противоположное тому, которое занимает её двойник.

Описанный способ приводит к построению полой внутри модели, что может оказаться причиной недостаточной её жёсткости. При этом каждая верхушка будет легко деформироваться, ибо она представляет собой боковую поверхность пятиугольной пирамиды без скрепляющего её основания. Попробуйте подклеить эти верхушки к граням додекаэдра как к основаниям пирамид. К сожалению, вид у такой модели не очень привлекательный и вряд ли удовлетворит вас. Лучше уж сделайте небольшую полую модель. Достаточно удовлетворительные результаты можно получить и в том случае, если изнутри хорошенько смазать клеем части, близко примыкающие ко всем вогнутым (ложным) вершинам многогранника, не забывая соединять наклейки по всей длине. Возможно, ваша изобретательность подскажет, как сделать модель более прочной.
Приложение № 4
МНОГОГРАННИКИ ИЗ ЛЕНТЫ

А. Черенков, В. Храмов "Наука и Жизнь"  № 16. 1989 г.
Мир наш исполнен симметрии. С древнейших времен с ней связаны наши представления о красоте. Наверное, этим объясняется непреходящий интерес человека к многогранникам - удивительным символам симметрии, привлекавшим внимание множества выдающихся мыслителей, от Платона и Евклида до Эйлера и Коши.

Впрочем, многогранники - отнюдь не только объект научных исследований. Их формы - завершенные и причудливые, широко используются в декоративном искусстве. Обычно модели многогранников конструируют из разверток. Но есть и другой способ.
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Математики давно уже доказали возможность построения трехмерных объектов из ленты. На рис. 1 показано, как получить тетраэдр, перегибая бумажную ленту по сторонам расчерченных на ней равносторонних треугольников.

Рис. 1
Аналогичным способом можно свернуть куб (рис. 2). Его грани также выстраиваются в цепочку, а чтобы изменить направление ленты для завершения формообразования, достаточно перегнуть ее по диагонали квадрата (задача на построение куба из ленты публиковалась в журнале. "Наука и жизнь" № 10, 1972 г.). 

Рис. 2
Так, ничем на первый взгляд не примечательная бумажная лента при нанесении на ее поверхность узора превращается в заготовку для построения самых разнообразных многогранников. На основе различных узоров можно создать все правильные многогранники, кроме додекаэдра. Это объясняется отсутствием у плоских узоров осей симметрии 5-го, 7-го и высших порядков - иначе говоря, сплошной узор из пятиугольников построить невозможно.

Рис.3
Построение октаэдра и икосаэдра осуществляется на основе узора из правильных треугольников (рис. 3 и рис. 4). Свернув для октаэдра кольцо из шести, а для икосаэдра - из десяти треугольников, перегибаем ленту в обратную сторону и продолжаем сворачивать такие же кольца.

Рис.4
Узоры наших лент - это частный случай сетей симметрии Шубникова - Лавеса (см. рис. 5).
Треугольные ячейки получаются наложением двух пар зеркальных гексагональных решеток, развернутых друг относительно друга на 90°, а квадратные - совмещением квадратных решеток под углом 45° друг к другу. С этих позиций процесс образования многогранников из фокуса превращается в теоретически обоснованное и закономерное явление. 

Рис. 5
В самом деле, когда сворачивается кольцо будущего многогранника, то в буквальном смысле производится перенос элементарной ячейки решетки на определенный шаг, то есть осуществляется переносная симметрия. Меняя направление формообразования за счет перегиба ленты в обратную сторону, производим мысленный поворот ячейки вокруг узла решетки, то есть проявляется уже симметрия поворотная. Стало быть, заготовка из ленты обеспечивает поворотно-переносную симметрию. Такая поворотно-переносная симметрия в наших построениях может осуществляться с углами поворотов; 30° 45°, 60°, 90°, 120°, 150°, 180°. В этом и состоит весь секрет способа образования из плоской ленты объемных тел.

Таким образом, ясно, что могут существовать только два типа лент с углами разбивки, кратными 30° и 45°. Из них получается четыре правильных многогранника: куб, октаэдр, тетраэдр, икосаэдр - и целое семейство однородных многогранников (см. рис. 6). В прекрасном сочинении Иоганна Кеплера "О шестиугольных снежинках" есть очень меткое замечание: "Среди правильных тел первым по праву считается куб, первозданная фигура, отец всех остальных тел, Октаэдр, имеющий столько же вершин, сколько у куба граней, является как бы его супругой..." Действительно, все элементы образующихся из нашей ленты сложных форм являются элементами куба или октаэдра, либо того и другого вместе. 

Рис. 6
Построение простых многогранников не представляет особых затруднений. Но чтобы сложить из ленты сложные звездчатые формы, понадобятся специальные приспособления для удержания еще не соединенных между собой колец - скрепки, зажимы и тому подобное. Создание оригинальных по своей форме многогранников чрезвычайно занимательно самим процессом формообразования. 

Лента имеет лицо и оборот, которые попеременно или одновременно участвуют в построении граней тела; каждый перегиб позволяет вести формообразование в двух направлениях. Отсюда нетрудно представить целое семейство игр-головоломок на основе ленты. Например, сложить рисунок, узор, орнамент, фрагменты которого разбросаны по ленте в заданном порядке.
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