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Цель работы
- изучить историю создания и доказательства теоремы Ферма;

- доказать теорему Ферма для частных случаев (n = 3 и n = 4 и простого z).

Для достижения поставленных целей были определены следующие задачи:
- развитие познавательных способностей учащихся;

- повышение мотивации к обучению;

-  совершенствование способностей к самообразованию и саморазвитию;

- приобретение навыков научной работы;

- обучение умению публично выступать.

      





Чем проще доказательство,                                                                                  
с помощью которого

                                                                                           устанавливается истина,

 тем оно более предпочтительно.

                                                                                                          Пьер Гассенди
Введение
Работа посвящена теме, которая волновала и продолжает волновать умы многих людей, увлеченных математикой: доказательству теоремы Ферма (правда только для частного ее случая).
Великая теорема Ферма – одна из самых популярных теорем математики. Не смотря на то, что условие теоремы очень простое и понятное, ее доказательство искали многие математики более трехсот лет. Во всей истории математической мысли вряд ли можно найти другую задачу, которая в такой степени привлекала бы к себе научные усилия на протяжении столетий, как задача доказательства этой теоремы. Окончательно она была доказана в 1995 году Уайлсом. 

Центральным местом работы является собственное доказательство частного случая для простого  z и  n = 3 и n = 4. Предметом исследования представляемого проекта является изучение раздела истории математики, связанного с попытками доказательства этой теоремы, а также анализ и систематизация рассмотренных фактов. Вторая часть работы представляет собой оригинальное собственное доказательство частного случая теоремы Ферма. Эта часть работы представляет особую ценность, так как обнаруживает умения  самостоятельно мыслить и является  первыми шагами в серьезной научной работе.

Уровень использованных знаний не выходит за пределы школьной программы.
1. Некоторые сведения о Великой теореме Ферма

1.1. Формулировка Великой теоремы

	[image: image2.jpg]




	Пьер Ферма, изображение с сайта edinformatics.com


Для любого натурального n > 2 уравнение:

               xn + yn = zn
не имеет решения в натуральных числах x, y, z.

1.2. Краткие исторические сведения
Для случая n = 3 эту терему  в X веке пытался доказать тюркский математик Ал-Ходжанди, но его доказательство не сохранилось.
В общем виде теорема была сформулирована Пьером Ферма в 1637 на полях «Арифметики» Диофанта с припиской, что найденное им остроумное доказательство этой теоремы слишком длинно, чтобы его можно было здесь поместить: «Невозможно разложить куб на два куба, биквадрат на два биквадрата и вообще никакую степень, большую квадрата, на две степени с тем же показателем. Я нашел этому поистине чудесное доказательство, но поля книги слишком узки для него».
Несколько позже сам Ферма опубликовал доказательство частного случая для n = 4. Но эта публикация как раз, позволяет сомневаться в том, что у него было доказательство общего случая, иначе он непременно упомянул бы о нем в этой статье.

Эйлер в 1770 году доказал теорему для случая n = 3, Дирихле и Лежандр в 1825 году – для n = 5, Ламе – для n = 7.Куммер показал, что теорема верна для всех простых n, меньших 100, за возможным исключением 37,59,67.

Над полным доказательством Великой теоремы Ферма работало немало выдающихся математиков, и эти усилия привели к получению многих результатов современной теории чисел. Считается, что теорема стоит на первом месте по количеству некорректных «доказательств».

В 1908 году немецкий любитель математики Вольфскель завещал 100000 марок тому, кто докажет теорему Ферма. После первой мировой войны премия обесценилась.

В 1980-х годах появился новый подход к решению проблемы. Из гипотезы Морделла,  доказанной Фальтингсом в 1983 году, следует, что уравнение   xn + yn = zn  при n > 3 может иметь лишь конечное число взаимно простых решений.
Здесь заканчивается "надводная часть" фактов. Известно, что впоследствии Пьер Ферма интересовался частными случаями своего утверждения - что было бы странно, если бы он располагал общим доказательством. Скорее всего, Ферма ошибся - большинство исследователей (в числе которых достаточно математиков из "первой сотни") считает так. 

Последние 150 лет с теоремой Ферма успешно конкурирует гипотеза Римана о нулях дзета-функции. Ее несколько сложнее изложить в терминах школьной математики, но ряд следствий - например, утверждение о бесконечном количестве пар простых чисел, отличающихся на два - общеизвестны. Хотя за ее доказательство (или опровержение) тоже назначена солидная премия - миллион долларов, желающих заработать славу и деньги таким способом довольно немного. 
	Некоторые рукописи я передал психиатрам, и те диагностировали тяжелую шизофрению 

Шлихтинг


Возможно, как раз поэтому серьезным математическим исследованиям сейчас не слишком мешают любители - некомпетентность постороннего легко установить. Но существование "замкнутой в себе" науки, которая не особенно нуждается во внимании извне, не может не спровоцировать чьего-либо желания к пересмотру ее первооснов. Теорема Ферма - хорошо зарекомендовавшее себя приглашение к такому поступку. И поиск "доказательства на полях" - вполне безвредное занятие. Если, конечно, не предоставлять любителям подобных доказательств телевизионного эфира и газетных полос, где самим математикам появляться, как правило, некогда. 

Последний, но самый важный шаг в доказательстве теоремы был сделан в сентябре 1994 года Уайлсом. Его 130-страничное доказательство было опубликовано в журнале «Annals of Mathematics». Доказательство основано на предположении немецкого математика Герхарда Фрая о том, что Великая теорема Ферма является следствием гипотезы Таниямы – Симуры(это предположение было доказано Кеном Рибетом при участии Ж.-П.Серра).

Первый вариант своего доказательства Уайлс опубликовал в 1993 году(после семи лет напряженной работы), но в нем вскоре обнаружился серьезный пробел; с помощью Ричарда Лоуренса Тейлора пробел удалось достаточно быстро ликвидировать. В 1995 году был опубликован завершающий вариант.
В 1997 году Уайлсу за решение "гололомки четырехвековой давности" вручили Филдсовскую премию - самую престижную математическую награду. 
1.3. «Ферматисты»
Простота формулировки теоремы Ферма, а также сложность единственного известного доказательства (или неведение о его существовании), вдохновляют многих на попытки найти другое, более простое доказательство. Людей, пытающихся доказать теорему Ферма элементарными методами, называют «ферматистами» или «ферматиками». Ферматисты зачастую не владеют основами математической культуры и допускают ошибки в арифметических действиях или логических выводах, хотя некоторые представляют весьма изощренные «доказательства», в которых трудно найти ошибку. Положительным примером неудавшегося доказательства теоремы Ферма могут служить результаты Куммера, которые хотя и содержали ошибку, в то же время дали толчок развитию алгебраической теории чисел.

Доказывать теорему Ферма в среде любителей математики было настолько популярно, что в 1972 году журнал «Квант», публикуя статью о теореме Ферма, сопроводил ее следующей припиской: 

	[image: image3.png]



	Редакция «Кванта» со своей стороны считает необходимым известить читателей, что письма с проектами доказательств теоремы Ферма рассматриваться (и возвращаться) не будут.
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Немецкий математик Эдмунд Ландау, которому очень докучали «ферматисты», чтобы не отвлекаться от основной работы, заказал несколько сот бланков со следующим текстом:
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	Уважаемый …! Благодарю Вас за присланную Вами рукопись с доказательством Великой теоремы Ферма. Первая ошибка находится на стр. … в строке …
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Находить ошибку и заполнять пробелы в бланке он поручал своим аспирантам.

Примечательно, что отдельные «ферматисты» добиваются публикации своих (неверных) «доказательств» в ненаучной прессе, которая раздувает их значение до научной сенсации. Впрочем, иногда такие публикации появляются и в уважаемых научных изданиях, как правило, с последующими опровержениями. Другим примером, идущим вразрез с мнением научного сообщества, является авторское свидетельство на доказательство теоремы Ферма, выданное Министерством образования и науки Украины, Л.В.Шаповаловой и Г.А.Середкину.

Авторы проекта также решили попробовать свои силы в доказательстве этой замечательной теоремы для частного случая (n = 3, z – простое число или    n = 4).

2. Доказательство Великой теоремы Ферма для частного случая (n=3  и  z  - простое число)
Постановка задачи.
Уравнение x3+y3=z3 для простого z неразрешимо в натуральных числах. 


Докажем это утверждение методом от противного.


Допустим, что заданное уравнение имеет решение в натуральных числах x0, y0, z0, где z0 – простое число. Тогда верно числовое тождество x03+y03=z03.


Разложим левую часть этого выражения на множители:



(x0+y0)(x02-x0y0+y02)=z03 (1)


Так как произведение, сумма и разность натуральных чисел есть число натуральное, то левая часть числового тождества (1) представлена в виде произведения двух натуральных чисел, а значит и правая часть этого тождества может быть представлена в виде произведения двух натуральных чисел.

Так как z0 – простое число, то z03 может быть представлено в виде произведения двух натуральных чисел только следующими четырьмя способами:


z03=1(z03; z03=z03(1; z03=z0(z02; z03=z02(z0

Значит, x0 и y0  должны быть   решениями хотя бы одной из следующих систем уравнений:
  ( x+y = 1,                  (2) 
     (            
     (  x²-xy+y² = z0³ ;
      (  x+y = z0³,
      (                                  (3)    

      (  x²-xy+y²=1( z0³ ;
       (  x+y = z0,    
       (                                 (4)    

       ( x²-xy+y²= z02  ;     
        ( x+y = z02,               (5)    
        (
          ( x²-xy+y²= z0 ;
Покажем, что ни одна из этих систем не имеет решения в натуральных числах.

Предварительно заметим, что x3+y3=z3 не имеет в натуральных числах решения при x и y равных 1 или 2: 

13+13≠z3, т.к. 2≠z3;

13+23≠z3, т.к. 9≠z3
23+23≠z3, т.к. 16≠z3
Поэтому эти значения x и y следует исключить из рассмотрения.
(2):            ( x+y = 1,               

                                       (
                      (  x²-xy+y² = z0³ ;
Так как не существует таких натуральных x и y, сумма которых равна 1, следовательно, система (2) не имеет решений.

(3):            (  x+y = z0³,                   
                  ( 
                  (  x²-xy+y²=1 ;
                 (  x+y = z0³,                                                (  x+y = z0³,                                         

                 (                                                                  (
                 (  x²-xy+y²-xy+xy =1 ;                               (  (x-y)2 + xy=1 ;

 Так как xy>2, то (x-y)2+xy>1. Следовательно, система (3) решений не имеет.
(4):            (  x+y = z0,                     (   (x+y)2 = z02,               (  (x+y)2-x2+xy-y2=0,                                                                        
                  (                                      (                                     (
                  (  x²-xy+y²= z02  ;                   (       x²-xy+y²= z02  ;              (     x+y = z0;
              (  x²+2xy+x2-x2+xy-y2 =0,            (  3xy=0,
         (                                                                   ( 

           (   x+y = z0;                                                        (        x+y = z0.                                                              
                      Но по условию задачи x≠0 и y≠0, следовательно, система (4) не имеет решений.
(5):          (  x+y = z02,   
                (                     

                  (  x²-xy+y²= z0 ;
Так как z0 – натуральное число, то z02>z0, следовательно,  должно выполняться неравенство   x+y>x2-xy+y2     (6)

Покажем, что это неравенство не выполняется для x>2 и y>2.

Допустим, что x+y>x2-xy+y2, тогда
x2-xy+y2-x-y<0

(x-y)2+xy-(x+y)<0 ,

(x-y)2≥0.

Покажем, что xy-(x+y)>0, то есть xy>x+y для x>2 и y>2:

xy>x+y, 

1> x/(xy) + y/(xy),
1> 1/y + 1/x.
При x=2 и y=2   1= 1/2 + 1/2.

При x>2 и y>2   1> 1/y + 1/x , так как 1/x < ½ и  1/y < ½.
Следовательно,  неравенство (6) неверно.
Значит,  система (5) не имеет решений.

Таким образом доказано, что уравнение x3+y3=z3, где z – простое число, неразрешимо в натуральных числах.
3. Доказательство Великой теоремы Ферма для частного случая (n = 4)

Постановка задачи.
  Уравнение      x4  +  y4 =  z4  (7)   неразрешимо   в   натуральных   числах.

Доказательство.
Преобразуем    выражение   x4  +  y4: 

x4  +  y4  =  x4  +  2x2y2 -  2x2y2  +  y4  =  (x2  +  y2)2  - 2x2y2.

Тогда  рассматриваемое  уравнение (7)  примет  вид:

 (x2  +  y2)2  -  2x2y2  =  z4 (8) 

Покажем, что уравнение (8) не имеет решения в натуральных числах.

Разложим   левую  часть  уравнения  на  множители:

 (x2  +  y2  -  [image: image10.png]


xy) (x2 + y2 + [image: image12.png]


 xy) = z4 (9)

Левая  часть  уравнения  представляет  собой  произведение  двух  сопряженных  иррациональных      множителей. Уравнение (9)  может  иметь  решение  тогда  и  только  тогда,  когда  и  в  правой части  будет  стоять  произведение  двух  сопряженных  иррациональных  множителей.  Но  z4  можно  представить  как  произведение  двух  сопряженных  иррациональных  множителей  только  одним  способом:

z4 = [image: image14.png](Nz*+ a2



 - a) ([image: image16.png]


+ a),

где a   такое действительное число, что z4 + a 2  не является квадратом рационального числа т.е.   [image: image18.png]


  -  иррациональное  число.

Уравнение (9)  запишем  в  виде:

(x2 + y2 - [image: image20.png]


 xy) (x2 + y2 + [image: image22.png]


 xy) = ([image: image24.png]


- a) ([image: image26.png]


+ a).   (10)

Покажем, что уравнение (10) не имеет решения.

Если уравнение (10) имеет решение,  то  система (11)  должна   иметь  решение.                                       

  [image: image28.png]{x+y+ﬁx

x+y—V2xy=Vz*+ a® -q
VZ* ¥ a2 —a.




  (11)

Однако  система (11)  содержит  противоречие:  складывая  между собой  левые  и  правые  части  уравнений,  получили:

2x2  +  2y2  =  2[image: image30.png]



  x2 + y2 =  [image: image32.png]


, но это неверно т.к.  выражение  x2 + y2  является  числом  натуральным,  а  [image: image34.png]




 QUOTE [image: image35.png]


  -  иррациональное  число.

Следовательно,  система (11)  решения  не  имеет,  и поэтому исходное  уравнение (7)  не  имеет  решений  в  натуральных  числах.

Заключение

Следует заметить, что метод, примененный нами для доказательства неразрешимости в натуральных числах уравнения x3 + y 3 = z 3  для простого z может быть применен и в задаче с расширенной формулировкой:
уравнение  x3 + y 3 = z 3   неразрешимо в натуральных числах, если одна из переменных (x,y или z) является простым числом. Так, если не z, а y – простое число, то уравнение переписывается в виде:  y3 = z3 - x3. 

Далее, раскладываем разность квадратов на множители:  

                                  y3 = (z - x)(z2 + zx + x2).

Дальнейшее доказательство проводится по аналогии с предыдущим.
Приведенное нами доказательство частного случая Великой теоремы Ферма дает прекрасную возможность проверить свои способности при выполнении достаточно трудных логических рассуждений.
Практическая значимость работы заключается 

-в повышении интереса к математике у учащихся школы после выступления авторов проекта на конференции школьного научного общества;

- в использовании результатов работы на уроках при изучении тем «Степень с натуральным показателем» и «Решение неравенств»;

-  в расширении математического кругозора учащихся школы.

Проектная работа представляет собой анализ и обобщение известных фактов о попытках доказательства теоремы Ферма, авторское доказательство этой теоремы для частных случаев и подборку интересного и увлекательного материала к урокам и занятиям математического кружка.
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