Об одном малоизвестном свойстве прямоугольного треугольника.
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  Дано:               в прямоугольный треугольник 
                               вписана    окружность.

Доказать:           сумма катетов равна сумме 
                              диаметров вписанной и описанной 
                              окружностей.

Доказательство: 
Пусть AC=b,  BC=а,  AB=с, радиус вписанной окружности равен r, диаметр описанной окружности равен D, диаметр вписанной окружности равен d.
F, E, N – точки касания.


Следовательно,         OEAC,

 (
т.к.
)                                    OF BC,

                                    ONAB,
        
радиус, проведенный в точку касания,   перпендикулярен касательной.
С – прямой, следовательно, OF∥AC, OE∥BC, т.к. две прямые, перпендикулярные к одной прямой параллельны, Следовательно, CEOF – параллелограмм (по определению параллелограмма).  Т.к. ∠С – прямой, то CEOF – прямоугольник,  но  т.к. его смежные стороны равны (OE=OF=r), то, следовательно,  CEOF – квадрат.
Значит,  CF=CE=r.
BF=BC-CF=a-r,     AE=AC-CE=b-r.          
   По свойству двух касательных, проведенных из одной точки к окружности, запишем:
BF=BN,  AE=AN.
Значит, BN=a-r,  AN= b-r.
Но AB = AN + BN = b – r + a – r = a+b-2r.
Значит, c=a+b-2r,
              a+b-c=2r.(1)
Но в прямоугольном треугольнике гипотенуза равна диаметру описанной окружности, следовательно:
a+b-D=2r,
a+b=D+d, что и требовалось доказать.



Следствие из теоремы.
    Из записи a+b-c=2r следует возможность красивого построения циркулем и линейкой отрезка равного величине диаметра вписанной в прямоугольный треугольник окружности.
 Дано:                      прямоугольный треугольник.
Требуется:               построить циркулем и линейкой отрезок,           длина которого равна 
                                 диаметру вписанной в данный треугольник окружности.

Построение:
∠С = 900. Пусть АС = b, BC = a, диаметр вписанной окружности d.
Из вершины В проведем дугу радиуса а до пересечения с гипотенузой в точке L, а из вершины А – дугу радиуса b до пересечения с гипотенузой в точке K.
Так как в любом треугольнике сумма длин двух сторон всегда больше третьей стороны, то в данном случае а+b больше с на 2r (cмотри формулу 1)
Т.е. отрезок KL=2r=d.
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