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1.Введение

Владение знаниями по геометрии способствует формированию всесторонне развитой, социально активной личности, открывает доступ к культурным и научным ценностям других народов, обеспечивает установление деловых и культурных связей.

В современном обществе стремительно растет потребность в изучении геометрии: увеличивается количество сфер повседневного и профессионального общения.

Происходящие сегодня изменения в общественных отношениях, средствах коммуникации, использование новых информационных технологий, значительное расширение международных контактов в различных сферах человеческой деятельности привели к тому, что геометрия стала более востребованной, распространенной и популярной.

Геометрия - наука международная, знать которую необходимо в наше время каждому образованному человеку, каждому хорошему специалисту.

Изучая любую математическую науку, очень важно знать особенности и свойства данной сфере. Между тем школьные учебники, в силу требований программы, не всегда содержат достаточное количество материала, который позволял бы целенаправленно и полноценно изучить такой предмет как геометрия.

Проблема: 

В данной работе мы выявили проблему, которая состоит в том, что школьные учебники в силу требований программы, не всегда содержат достаточное количество материала, который позволил бы целенаправленно и полноценно изучать геометрию.

Актуальность: 
новый подход к решению большого спектра планиметрических задач является событием большой редкости и поэтому служит веским доказательством актуальности данной работы

Цель работы: 
показать эффективность применения способов построения трисекции угла

Гипотеза:
строилась на том, что изучение трисекции угла будет способствовать повышению мотивации, не только в изучении геометрии, но и в изучении математических наук в общем.

Основные задачи:
● познакомиться с историей появления о трисекции угла;

●овладеть приёмами построения трисекции угла;

● выявить возможность, предлагаемые учёными при изучении планиметрии.

Предмет нашего исследования:

 решение задач с помощью трисекции угла.
При выполнении нашего исследования использовались следующие методы:

● изучение отечественной литературы;

● анализ полученной информации;

● использование информационных технологий, в частности, Интернет.

Данная работа является актуальной, полезной и технологичной не только для учащихся, но и для учителей алгебры и геометрии.

2.Общие сведения
Задача о трисекции угла состоит в том, чтобы разделить данный угол на три равные части.

Вместе с еще двумя классическими задачами на построение - удвоении куба и квадратуры круга - задача о трисекции угла пришла из Древней Греции и на протяжении многих столетий занимала умы людей. Неоднократно пытались решить эти три задачи с помощью освященных евклидовой геометрией инструментов - циркуля и линейки. Между тем, уже в древности математики догадались, что при использовании только циркуля и линейки эти задачи неразрешимы, а позднее это было и доказано. Попытки расширить инструментарий оказали большое влияние на древнегреческую математику, привели и к первым исследованиям конических сечений, и к исследованию сложных кривых, и к построению интересных инструментов.

Почему возникла задача о делении угла на три равные части? Вероятно потому, что на такое число частей приходилось делить произвольный прямоугольный отрезок. Это деление выполняется достаточно просто, как просто выполняется деление не только на три, но и на произвольное число частей. Снова математические ассоциации естественным путем приводят к мысли о возможности перенесения операции деления с отрезка прямой на иные геометрические образы. В данном случае, рассматривая угол как центральный, мы можем представить задачу о делении угла на три равные части как задачу о делении на такие части дуги окружности, на которую угол опирается (рис. 1)
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Рис. 1

Итак, можно или нельзя с помощью циркуля и линейки разделить на три равные части дугу окружности? Циркулем и линейкой задача не решена. Однако если не ограничиваться указанными инструментами, то ее можно решить, т.е. разделить на три равные части произвольный угол. Это не будут, конечно, решения, соответствующие тем требованиям, которые были поставлены, но это будет, очевидно, определенным приобретением в математике. В частности, в процессе отыскания таких решений был открыт целый ряд в высшей степени важных и интересных кривых. Одной из них является спираль Архимеда.

Представим себе равномерно вращающийся патефонный диск, по радиусу которого равномерно ползет муха, причем движение свое она начинает с центра диска. Какую кривую будет описывать муха? Дадим название для такой кривой - спираль Архимеда. Для того, кто знаком с методом координат, не составит труда написать уравнение спирали (рис. 2).
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Рис.2

С этой целью воспользуемся полярной системой координат, которая строится так. На плоскости берется произвольная направленная полупрямая (полярная ось). Тогда, если M - произвольная точка плоскости, то сопоставим с нею два числа - отрезок OM=0, называемый полярным радиусом - вектором, и угол, называемый полярным углом и отсчитываемый против движения часовой стрелки от полярной оси до полярного радиуса - вектора.

Числа, называются полярными координатами точки M, а соответствие между точками плоскости и их полярными координатами - полярной системой координат. Точка O называется полюсом системы.

Примем то положение вращающегося радиуса, которое соответствует пребыванию мухи в центре диска, за полярную ось, тогда центр диска совпадает с полюсом, а расстояние, которое муха проползет по радиусу (полярный радиус вектор), будет пропорционально углу, на который повернется этот радиус (полярный угол). Спираль имеет вид, представленный на 
(рис. 2).
3.Трисекция угла
Историческая справка.
Задача трисекции угла возникла в Древней Греции примерно в V веке до н.э. из потребностей архитектуры и строительной техники. Древним грекам удалось решить задачу о трисекции прямого угла при помощи циркуля и линейки. В дальнейшем было также доказано, что угол вида α =π /2n, где n- целое число,  можно разделить на три равные части. Р. Декарт высказал предположение о неразрешимости задачи о трисекции произвольного угла при помощи циркуля и линейки без засечек.

Это утверждение было доказано в 1837 году Ванцелем.

Следствия, открытые в процессе решения задачи о трисекции угла.

В 15 веке самаркандский ученый применил трисекцию угла к составлению весьма точных тригонометрических таблиц. В 16 веке французский математик Ф Виет на основе трисекции угла нашел тригонометрическое решение квадратного уравнения.

3.1 Определение

Трисекция угла - задача о делении заданного угла на три равные части построением циркулем и линейкой. Иначе говоря, необходимо построить трисектрисы угла - лучи, делящие угол на три равные части.

В нашей работе мы рассмотрели способы построения трисектрисы угла:

1 способ: при помощи циркуля без засечек (рис.3).
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Рис. 3
2 способ: решение Гиппея при помощи квадратриссы (рис. 4).
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Рис. 4
3.2.Задачи
1). Задача о трисекции прямого угла при помощи циркуля и линейки.
Она возникла в Древней Греции примерно в V веке до н. э. из потребностей архитектуры и строительной техники. Древним грекам удалось решить задачу о трисекции прямого угла при помощи циркуля и линейки. В дальнейшем было также доказа​но, что угол вида а = π/ 2п, где п - целое, можно разделить на три равные части. Р. Декарт высказал предположение о нераз​решимости задачи о трисекции произвольного угла при помощи циркуля и линейки без засечек. Это утверждение было доказано в 1837 году Ванцелем.

Ограничимся решением задачи для углов, не превышающих 90°. Если α = 180° - β, где β < 90°, так что α / 3 = 60° - β / 3, и поэтому задача о трисекции тупого угла α сводится к задаче о трисекции острого угла β .
Заметим, что (при наличии единичного отрезка) задача о по​строении угла φ (φ < 90°) равносильна задаче о построении от​резка х = соs (φ). В самом деле, если угол φ построен, то по​строение отрезка х = соs (φ) сводится к построению прямо​угольного треугольника по гипотенузе и острому углу (рис. 5). Обратно, если построен отрезок х, то построение такого угла φ, что х — соs (φ), сводится к построению прямоугольного тре​угольника по гипотенузе и катету. Пусть а - данный угол, φ -искомый угол, так что φ = а/ 3. Тогда соs (а) = соs (3φ) = 4соs3 (φ). Поэтому, полагая соs(φ) = х /2, соs (а) = т / 2, приходим к уравнению: х3 - Зх - т = 0. Отрезок х, а следовательно, и угол φ могут быть построены лишь в том случае, когда это уравнение имеет хотя бы один рациональный корень. Но это имеет место не при всяком α и поэтому задача о делении угля на три равные части, вообще говоря, не разрешима с помощью циркуля и линейки. Напри​мер, при α = π / 3 получим т = 1 и найденное уравнение принимает вид: х - Зх - 1 = 0. Легко проверить, что это уравнение не обладает никаким рациональным корнем, откуда следует невозможность деления угла в 60°, а три равные части с помощью цирку​ля и линейки. 
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Рис.5
Таким образом, задача о трисекции угла не разрешима циркулем и линейкой в общем виде. Необходимо отметить, что она может быть решена этими инструментами в некоторых частных случаях. Широко известно, например, деление на три части прямого угла. Предыдущие рассуждения приводят в этом случае к уравнению х3- Зх = 0, которое имеет корни 0, √3 и -√3. Практически построение сводится в этом случае к делению на три равные части заключенной между сторонами прямого угла дуги окружности с центром в вершине прямого угла. Это достигается путем откладывания на дуге 1/6 части окружности от каждого конца дуги. После этого легко заметить, что трисекция возможна при α = π/2n (n - натуральное). Задача о трисекции оказывается разрешимой и при некоторых других частных значениях угла а.
2). Задача о  построении правильного многоугольника с помощью линейки и циркуля. И построения правильных n-угольников.
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Правильные многоугольники (рис. 6).

3). О построении правильного многоугольника с помощью линейки и циркуля. И построения правильных n-угольников.

Античным геометрам были известны способы построения правильных n-угольников для  [image: image5.png]
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Гаусс показал в 1796 возможность построения правильных n-угольников при   [image: image9.png]
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  различные простые числа Ферма.

В 1836 П. Ванцель доказал, что других правильных многоугольников, которые можно построить циркулем и линейкой, не существует.

П.Л. Ванцель доказал в 1837 г., что задача разрешима только тогда, когда алгебраическое уравнение хі - 3х - 2cos α = 0 разрешимо в квадратных радикалах, например для углов α = 360°/n с целым n при условии, что n не делится на 3. 

 3.3. Трисекторы.

Существуют приборы, по​зволяющие выполнять три​секцию угла. Такие приборы называются трисекторами. Один из них изображен на рис. 7. Он представляет со​единение двух   шарнирных ромбов АВСD  и АВ'СD'. Вершина С может скользить по стержню АD', а вершина С' - по стержню А В. Чтобы данный угол МОN разделить на три равные части, помещают точку А в вершину угла О и направля​ют сторону ромба АD  по стороне угла ОМ, а сторону ромба АВ' - по стороне угла ОN. После этого диагонали ромбов АС и АС' разделят угол МОN на три равные части.
                   
                              
В
                   N             
                                       C'                                             С
              B'
                                     D'
              O                                                             M                                          
 
A                                             D
Рис.7         
Значительно проще для изготовления трисектор, изо​бражённый на рис. 8. Он со​стоит из полуокружности ω, стержня S, касательного к ней в конце диаметра МN, и стержня NР, продолжающего диаметр за касательную на отрезок, равный радиусу ок​ружности.
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                                     Рис.8

Из рисунка 9 видно, что для деления угла АОВ на три равные части достаточно по​местить прибор так, чтобы касательная S прошла через вершину угла О, окружности ω  и коснулась одной из сто​рон ОА, а конец Р стержня NР попал на другую сторону ОВ. При этом  касательная S отделит   1/3   данного угла, считая от стороны ОВ.
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Рис.9

3.4. Приближённая трисекция.

В разное время было предложено много различных способов приближенной трисекции угла.
В чертёжной практике трисекция малых углов осуществляется прибли​женно так: проводят окружность из вершины данного угла, как из центра, делят на три равные части хорду, стя​гивающую дугу этой окружности, заключённую между сторонами угла, и проводят радиусы через точки деления (рис. 10). Этот приём основан на том, что для ма​лых центральных углов соответствующая дуга мало отличается от стягивающей её хорды. Этот способ очень прост, но не всегда даёт удовлетворительный результат.
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Рис.10

Хорошее приближение можно получить, например, по спо​собу, предложенному ещё в начале XVI века знаменитым не​мецким художником Альберхтом Дюрером (1471-1528). На рис. 11 показано приближённое деление дуги АВ на три равные части по способу Дюрера. Здесь АС = СD = DB = 1/ЗАВ; СЕ ┴АВ: АF = АЕ; FG = 1/ЗFС; АМ = АG. Тогда [image: image12.png]
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АВ. Для ост​рых углов ошибка не превосходит 18".

Интересный способ приближённой трисекции угла предло​жен Л. А. Шрубко в его работе «Трисекция угла». Предложен​ный им способ даёт возможность последовательно улучшать полученные приближения и произвести трисекцию угла с любой степенью точности.
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Рис.11

Интересно, что впервые задачу трисекции угла еще в сред​ние века свели к решению алгебраического уравнения (в словес​ной форме) арабы. Решали они это уравнение с помощью кони​ческих сечений.
Например, ненулевая абсцисса точки пересечения параболы у = 4х2 и окружности 
(х - 2а)2 + (у/2 - 13/4)2 = (2а)2 + (13/4)2 удовлетворяет уравнению х3 - Зх - а.

3.5. Квадратриса Динострата
Познакомимся с новыми интересными кривыми, которые придумали древние греки для деления угла на равные части. Одну из них ввел софист Гиппий Элидский (V в. до н. э.). Он определял ее механическим способом. Дан круг с центром в точке О и диаметром АВ  (рис. 12). Радиус ОА начинает вращаться с постоянной скоростью w  вокруг точки О. В то же время пер​пендикуляр к АВ, проходящий через точку А, начинает переме​щаться параллельно себе с постоянной скоростью υ  такой, что этот перпендикуляр попадает в точку В одновременно с концом вращающегося радиуса. Геометрическое место точек пересече​ния радиуса и перпендикуляра при их перемещении и есть ис​комая кривая.

Рис.12

Из определения видно, как полученную кривую использовать для деления дуги окружности и, следовательно, соответствую​щего центрального угла на любое число равных частей, в том числе и на три.

В следующем, VI, веке греческий математик Динострат при​менил эту кривую для решения задачи квадратуры круга, в связи с чем кривая была названа Лейбницем квадратрисой  Динострата. В дальнейшем нам понадобится ее уравнение. Выведем его.

 Будем считать точку О началом прямоугольной системы ко​ординат. Сначала найдем соотношение между скоростями ω и υ.. Пусть началу движения соответствует момент времени t = 0 и концу движения  t = Т. За это время перпендикуляр перемещает​ся из точки А (-а, 0) в точку В (а, 0), а радиус поворачивается на угол π; то есть 2α = υТ и π= ωТ, откуда ω = πυ/2а. Для произвольного момента времени t, 0 [image: image18.png]


t [image: image20.png]


Т и соответствующей точки М(х, у) имеем

φ = ωТ = πυt/2 α, α + х = υt . Так как y/x = tg(π-φ)=-tg φ=-tg πυt/2α(α+x)= ctg πx/2α (α+x)= ctg πx/2α, то   y=x ctg πx/2α
Это была первая неалгебраическая (которую нельзя задать многочленом) кривая, рассмотренная греками, и первая линия, введенная ими для решения одной из трёх знаменитых задач древности.

3.6. Конхоида

Ещё одну любопытную кривую придумал в III веке до н. э. древнегреческий математик Никомед. Рассказавший об этой кривой Прокл Диадох назвал её конхоидой (от греч. «конхе» -раковина), поскольку её форма напоминает раковину. Кривая определяется следующим образом. Проведём прямую LL1 и выберем на плоскости произ​вольную точку О на расстоя​нии а от LL1 (рис. 13). Луч с началом в точке О пересекает прямую LL1  в точке С. На этом луче по обе стороны от точки С отложим отрезки фиксиро​ванной длины r:

МС – СМ1 = r
[image: image21.png]


Рис.13

Геометрическое место то​чек М1, отвечавших разным лучам ОС, образует внешнюю ветвь конхоиды, а точек М -внутреннюю ветвь. Точка О называется полюсом конхои​ды, прямая LL1 - основанием. В зависимости от соотноше​ния между r и α получаются разные кривые.

На рис. 13 изображена конхоида для случая r = α; при r< α её вид показан на рис. 14; при r > α (рис. 15) она имеет петлю.
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Рис.14                                                                                 Рис.15

Для построения конхоиды Никомед сконструировал прибор - конхоидограф. Он состоит из прямоугольной рамы, на которую натянута проволока LL1 (рис. 16). К раме прикреплена рейка ОB, свободно вращающаяся во​круг О. На рейку насажена легко скользящая по ней муфта длиной 2r. Проволока  LL1 продета через отверстие в середине муфты. На концах муфты находятся два карандаша., которые при вращении рейки ОB описывают две ветви конхоиды.
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Рис16

Никомед с помощью конхоиды произвёл трисекцию угла. Посмотрим, как это можно сделать. Возьмём произвольный ост​рый угол BОС (рис. 17).
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Рис. 17

Проведём через точку С, лежащую на стороне угла, прямую, параллельную другой его стороне ОB. Построим конхоиду с по​люсом О, основанием СL и r = ОС (очевидно, а = r sin а < r, где BОС = а). Найдём точку М пересечения окружности с центром в точке С и радиусом r  с конхоидой. Покажем, что угол ВОМ искомый. Для этого продолжим ОМ до пересечения с прямой СL в точке А. По свойству конхоиды АМ = r, поэтому треугольник СМА равнобедренный.

Обозначим [image: image27.png]


АСМ = [image: image29.png]


САМ через β. Тогда [image: image31.png]


СМО = 2β, [image: image33.png]


ВОА =β. Но треугольник ОСМ равнобедренный, следователь​но, [image: image35.png]


СОМ = [image: image37.png]


СМО = 2β. Итак, α= 3β.

В только что проведённом нами рассуждении конхоида была нужна лишь для того, чтобы иметь возможность построить отре​зок МА, равный радиусу окружности. Именно эту идею исполь​зовал Архимед для решения задачи трисекции угла при помощи линейки с отмеченным на ней отрезком фиксированной длины r. Воспроизведём решение Архимеда. Разделим острый угол СОВ на три равные части (рис. 18). Проведём окружность ра​диуса r с центром в точке О, и пусть точки В и С лежат на этой окружности. Подберём на прямой, содержащей сторону ОB, такую точку А, чтобы отрезок АМ имел длину r, где М - точка пересечения прямой АС с окружностью. Для этого используется линейка с отмеченным на ней отрезком АМ. Очевидно, угол САВ в три раза меньше угла СОВ. Осталось провести прямую ОD параллельную АС; угол ВОD искомый. 
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Рис. 18

3.7Общее доказательство о трисекции угла

Простой пример (Рис. 19).

Так, деление прямого угла на три равные части умели производить ещё пифагорейцы, основываясь на том, что в равностороннем треугольнике каждый угол равен 60 (. Пусть требуется разделить на три равные части прямой угол MAN (Рис.19). Откладываем на полупрямой произвольный отрезок, на котором строим равносторонний треугольник ACB. Так как угол CAB равен 60 ( то <BAM=30 (. Построим биссектрису |AD| угла САВ, получаем искомое деление прямого угла MAN на три равных угла <NAD, <DAB, <BAM.

Задача о трисекции угла оказывается разрешимой и при некоторых других частных значениях угла (например, для углов в, п - натуральное число), однако не в общем случае, т.е. любой угол невозможно разделить на три равных части с помощью только циркуля и линейки.
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Рис. 19

  3.8.Таблица "Сравнительный анализ способов построения трисектрисы угла".

	Возможность использования для

	Авторы

решения
	Использ.

средства и

инструменты
	Легкость-

построения
	Точность
	Острого угла
	Прямого

угла
	Тупого

угла
	От  180(
До 360(

	Древние

Греки

	Циркуль и линейка без засечек
	+  +
	С  уменьш.угла точность уменьш.
	для угла 
α =π /2n

	+
	—
	Только для угла =180( и 360(

	Архимед
	Циркуль и линейка с двумя засечками
	—
	Менее точное по сравнению с 1-м способом
	+
	+
	—?
	—?

	Папп

Александрийского
	Конхоида, Никомеда, циркуль,

линейка
	—
	Менее точное по сравнению с 1,2 и 4 способом
	+
	+
	—?
	—?

	Гиппея из Эллады
	Открытая им квадратриса, циркуль, линейка
	—
	Менее точное,  чем 1, но более точное чем 2 и 3 способ.

Чем точнее построена квадратриса тем точнее трисекция
	+
	+
	+
	+


Из приведенной таблицы видно, что задача трисекций угла в 90° решается всеми четырьмя способами. Любой острый угол можно разделить на 3 равные части только при использовании вспомогательных средств (2, 3 и 4-й способы), а углы α= π/2n, где n[image: image41.png]


N можно разделить на 3 равные части при помощи цир​куля и линейки.

Следствия, открытые в процессе решения задачи о три​секции угла.

В XV веке самаркандский ученый применил трисекцию угла к составлению весьма точных тригонометрических таблиц. В XVI веке французский математик Ф. Виет на основе трисек​ции угла нашел тригонометрическое решение квадратного урав​нения.

4.Заключение

Геометрия, как и любой другой учебный предмет, должна стать существенным, формирующим личностным фактором, который необходим для разностороннего развития учеников и полноценной реализации их возможностей в будущей самостоятельной жизни. И, следовательно, обучение должно быть поставлено таким образом, чтобы повысить удельный вес самостоятельной, познавательной деятельности в процессе учения, составляющей важную предпосылку дальнейшего самообразования.

Мы считаем, что наша цель нашей работы выполнена, гипотеза подтвердилась, а задачи, поставленные для достижения цели, решены.

Данная работа позволяет комплексно взглянуть на недостаточное содержание материала в учебниках, и на заинтересованность учеников в разных сферах.

В данной работе:

· Обобщены приёмы построения трисекции угла;

· Проведён сравнительный анализ способов построения трисекции угла;

· Выявлена область возможного использования при изучении планиметрии; систематизированы задачи по данной теме.
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