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Введение

Оценивать углы нам в повседневной жизни почти ни​когда не приходится, и потому большинство людей имеет очень смутное представление о величине угла с небольшим числом градусов, например угла в 1°, в 2° или в 5° (не говоря о землемерах, чертежниках и других специалистах, при​выкших на практике измерять углы). Только большие углы оцениваем мы более или менее правдоподобно, особенно если догадываемся сравнить их со знакомыми нам углами между стрелками часов; всем, конечно, знакомы углы в 90°, в 60°, в 30°, в 120°, в 150°, которые мы настолько привыкли ви​деть на циферблате (в 3 ч., в 2 ч., в 1 ч., в 4 ч., в 5 ч.), что даже, не различая цифр, угадываем время по величине угла между стрелками. Но мелкие и отдельные предметы мы видим обычно под гораздо меньшим углом и потому совер​шенно не умеем даже приблизительно оценивать углы зрения.

   Меня очень заинтересовали вопросы о том: под какими углами зрения мы видим окружающие нас предметы? Какова острота зрения человека и как её определить? Какое поле зрения у человека?   Можно ли связать медицинские исследования с традиционной школьной геометрией?

  В связи с этим я поставила цель данной работы: исследовать области применения геометрических знаний при измерении параметров зрения человека.

   Задачи:

1. Изучив литературу, найти многообразие способов исследования зрения человека математическими методами.

2. Исследовать поле зрения и остроту зрения человека на примере одноклассников с использованием геометрических измерений.
Объект исследования – учащиеся 10 класса МОУ «Школа №68»

Предмет исследования – параметры зрения человека  (поле зрения, острота зрения).

Актуальность работы -  В прошлом году я выступала на конференции по проблемам экологии. В нашем городе экологическая ситуация оставляет желать лучшего. Воздействие ультрафиолетовых лучей влияет на остроту зрения.   Так как свою жизнь в будущем я хочу связать с медициной, то мне стало интересно, как с помощью геометрии вычислить параметры зрения человека.             
I. Угол Зрения

Угловой размер и расстояние
При описании свойств математических объек​тов встречается понятие угла зрения. Часто оно используется в упрошенном виде. Мы говорим, например: «Из точки А отрезок а виден под углом 
[image: image1.wmf]a

. Кто и откуда смотрит на этот отрезок? Или эта фраза имеет какой-то другой смысл?
Попробуем подробнее пояснить, что означают слова «видеть под углом». В наше под? зрения по​падает множество предметов. К каждому предме​ту от глаза можно провести бесконечное число лучей зрения (рис. 1). Любые два из них образуют некоторый угол. Каждый из таких углов и есть угол зрения.
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Рис. 1
Для практических нужд, как правило, рассмат​ривают угол зрения, под которым виден весь пред​мет. Такой угол зрения принято называть угловым размером предмета.
Вы хорошо знакомы с линейными размерами пред​метов. Сколько их? Как их принято называть?
(Ответ: три размера - длина, ширина и высота.)

Угловые размеры различных объектов на мест​ности необходимо определять топографам, состав​ляющим ее карту. Для решения этой задачи они используют специальные оптические приборы.
Понятие угла зрения очень важно в астроно​мии. Знание углового размера (астрономы гово​рят углового диаметра или видимого диаметра) небесного тела позволяет вычислить его линей​ные размеры. Вследствие огромной удаленности космических объектов угловые диаметры планет и звезд очень малы и измеряются в угловых ми​нутах (') и секундах (")•
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Углов зрения, под которыми виден данный предмет, может быть бесконечно много, так как имеется бесчисленное число точек наблюдения — вершин таких углов. Иначе говоря, угловой раз​мер предмета зависит от выбранной точки наблю​дения (рис. 2). 

                    Рис.2                                                      Рис.3

Для решения практических задач выбирают «удобный» угол зрения, например тот, под которым видна высота рассматриваемого предмета1 (рис. 3).
Угловой размер — величина непостоянная. Она зависит от размеров предмета и расстояния от гла​за до предмета. Убедимся в этом, проделав не​сложные опыты.
Задание 1. Возьмите похожие по форме пред​меты разного размера (например, карандаш и ручку разной длины) и поместите их на одинаковом от себя расстоянии. Сравните угловые разме​ры этих предметов.
(О т в е т: у большего предмета угловой размер больше.)
Как объяснить увиденное? Пусть два предмета высотой АВ и А1В1 (АВ < А1В1) соответственно находятся на одинаковом расстоянии от глаза, центр которого совпадает с точкой С (рис. 4). Так как луч С4 проходит внутри угла А1СВ, то угол зрения φ, под которым виден меньший от​резок АВ, меньше угла зрения φ', под которым виден больший отрезок А1В1 (φ<φ'). Итак, боль​ший предмет виден под большим углом зрения. Это означает, что угловой размер предмета высо​той A1B1 больше углового размера предмета вы​сотой АВ.
[image: image5.jpg]A



 Рис. 4
Задание 2. Попробуйте увеличивать расстояние от глаза до предмета (например, отодвигая каран​даш от себя). Как при этом будет изменяться уг​ловой размер предмета?
(Ответ: угловой размер предмета будет уменьшаться.)
Чем объясняется наблюдаемое явление? Лучи С41 и СА2 проходят внутри угла АСВ — угол зрения уменьшается (рис. 5). Поэтому чем даль​ше от глаза находится предмет, тем меньшего размера он кажется.
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Рис 5

В этом легко убедиться, сравнивая, например, размеры удаляющегося от нас корабля на море: по мере удаления от берега видимый размер ко​рабля уменьшается.
                         Угол зрения и подобие 
Ранее говорилось о том, что один и тот же пред​мет мы можем видеть под различными углами зре​ния. Столь же часто мы встречаемся и с другой ситуацией: видим предметы, имеющие разные ли​нейные размеры, под одним и тем же углом зрения. Такие предметы имеют одинаковый угловой размер. Вам наверняка приходилось смотреть на небо в ясную погоду, когда на Солнце набегало легкое облачко. В этот момент можно разглядеть солнеч​ный диск без вреда для зрения. Вспомните также, как выглядит полная Луна в зените. Какой вывод можно сделать об угловых диаметрах Луны и Солнца ? (Ответ: угловые диаметры Луны и Солнца примерно равны.) Несмотря на то, что линейные размеры Солн​ца значительно превышают размеры Луны, угло​вые диаметры у этих космических тел почти не отличаются. Видимый диаметр Луны равен при​мерно З1’05", а Солнца — 31'59".
Для земного наблюдателя во время полного сол​нечного затмения Луна полностью заслоняет Солнце, т.е. они оказываются видны под одним и тем же углом зрения. Это уникальное явление было бы невозможно, если бы размеры тел, а так​же расстояния от них до Земли не состояли в определенной зависимости. Какой именно?
Возьмите два шара различного диаметра, напри​мер теннисный мячик и шарик для игры в пинг-понг. Закройте один глаз и, держа шары в руках, распо​ложите так, чтобы меньший шар точно закрывал больший. Теперь оба шара видны нам под одним углом зрения. Как связаны между собой диаметры трое и расстояния от шаров до глаза?
(Ответ: диаметры шаров относятся так же,как расстояния от шаров до глаза.)
Для простоты вычислений будем считать, что центр нашего глаза и центры шаров находятся на одной прямой. Представим себе, что проведена некоторая плоскость через наш глаз (центр которого совпадает с точкой О) и центры О1 и О2 шаров. Получим чертеж, изображенный на рис. 6.
Выберем диаметры кругов - отрезки АВ и СК так, чтобы АВ || СК.
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Рис. 6
Введем обозначения: АВ = d, СК = D, ОО1 = I и ОО2 = L. По условию d < D, 1 < L, 
[image: image8.wmf]Ð

АОВ =  
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СОК.
Треугольники OAO1 и ОСО2 подобны по двум углам (угол О — общий, 
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А = 
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С как соответ​ственные углы при параллельных прямых АВ и СК и секущей ОС). Из подобия треугольников следует, что  
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Это означает, что диаметр D во столько же раз боль​ше диаметра d, во сколько раз расстояние L больше расстояния /. Только при таком условии шары видны под одним и тем же углом зрения.
Заметим, что рассмотренные круги являются центрально-подобными фигурами. Точке А со​поставлена точка С так, что А и С лежат на луче с началом в некоторой точке О (см. рис. 6),
причем ОС = кОА, где к =
[image: image16.wmf]d

D

. Очевидно, что любой точке М меньшего круга можно сопоста​вить точку М1 плоскости так, что точки М и М1 будут лежать на луче с началом в фиксированной точке О, причем ОМ1 = кОМ. Если         к =
[image: image17.wmf]d

D

, то точка M1 принадлежит большему кругу.
Задание 1. Проверьте справедливость форму​лы (*) для Солнца и Луны, считая, что рассто​яние L от Земли до Солнца составляет при​близительно 150 000 000 км, расстояние / от Земли до Луны — 380 000 км, диаметр Солнца D ≈ 1 390 000 км, диаметр Луны d ≈ 3480 км.
Подставив данные числа в равенство (*), полу​чим, что 
[image: image18.wmf]l

L

= 400 и 
[image: image19.wmf]d

D

 = 400. Это означает, что при данных расстояниях и диаметрах Луна и Солнце имеют практически одинаковые угловые размеры. Поэтому в момент полного солнечного затмения видно, как диск Луны точно закрывает собой диск Солнца. Происходят ли солнечные затмения на других планетах нашей системы? Ученые утверждают, что только на Земле сложи​лись условия для такого явления.
Обнаруженная зависимость может быть исполь​зована в тех случаях, когда требуется найти недоступные для непосредственного измерения рас​стояния или размеры предмета.

Задание 2. Опредилите, какой величины должны быть буквы на классной доске, чтобы ученики, сидя за последними партами, видели их столь же ясно, как и буквы в своих учебниках. Высота буквы в учебнике – 2,5 мм, расстояние от последних парт до доски – 5 м, расстояние от глаза до книги – 20см.

Решение: 

Высота букв в учебнике (d) = 2,5 мм, расстояние от последних парт до доски (L) = 5м, расстояние от глаза до книги (l) = 20см, Высота букв на доске (D). Нам нужно найти D.  Так как  [image: image21.png]==
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 , то D = [image: image23.png]


, D = [image: image25.png]


 = 6,25 (см) должна быть высота буквы.

Тангенс угла и острота зрения
До сих пор, говоря об угле зрения, я приво​дила известные угловые размеры различных объ​ектов. Ознакомившись с понятием тангенса угла, можно вычислять углы зрения.
Задание 1. Вычислите угол зрения, под кото​рым вы видите буквы в своем учебнике. Высота буквы равна 2,5 мм, расстояние от глаза до кни​ги - 20 см.
Приведем решение задачи. Пусть направление взгляда строго перпендикулярно странице учеб​ника, О — центр глаза, ОА — расстояние от глаза до книги, АВ — высота буквы (рис. 7). Тогда ZAOB = а — искомый угол зрения. Из прямоуголь​ного треугольника АВО по определению танген​са угла tg
[image: image26.wmf]a

=
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, tg
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 = 0,0125, откуда 
[image: image29.wmf]a

≈ 42'.
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Рис. 7

Получился угол менее 1°! А ведь глаз человека может различать объекты и меньшего размера (причем на большем расстоянии). Очевидно, су​ществует предельный угол зрения, под которым глаз еще способен различить две точки по отдельнос​ти. Этот предельный угол необходим для оценки остроты зрения. Остротой зрения принято харак​теризовать способность глаза различать предме​ты небольших размеров. Чем больше предельный угол зрения для глаза, тем ниже острота зрения человека.
Для людей с нормальным зрением величина предельного угла зрения приблизительно равна 1`.
Под таким углом видна, например, типографская точка диаметром 0,5 мм с расстояния 1,7 м. Чтобы вычислить остроту зрения, нужно найти отношение угла в 1' к предельному углу зрения 
[image: image31.wmf]a

, измеренному для глаза человека. Считается, что нормальная острота зрения равна единице и достигается в том случае, когда 
[image: image32.wmf]a

 = 1'.
В медицинской практике остроту зрения про​веряют по специальной таблице, которая содер​жит строчки букв разного размера. Острота зре​ния определяется по наименьшей строке, кото​рую полностью правильно читает пациент. Такое исследование проводится для каждого глаза от​дельно, так как у правого и у левого глаза этот показатель может несколько отличаться. Однако остроту своего зрения приблизительно можно уз​нать и без специального оборудования. Для это​го можно провести несложный опыт, который был описан в книге «Занимательная геометрия» изве​стного популяризатора науки Я.И.Перельмана.
Задание 2. На листе бумаги начертите 20 гори​зонтальных черных линий длиной 4 см и тол​щиной 1 мм так, чтобы они заполняли квадрат (рис. 8). Приклейте чертеж на хорошо освещен​ную стену и отойдите от него на такое расстоя​ние, чтобы линии слились в сплошной серый фон. Сделав необходимые измерения, вычислите вели​чину предельного угла зрения для вашего глаза.
[image: image33.jpg]



Рис. 8
Воспользуемся рис. 7. Пусть АВ = 1 мм - тол​щина линии, ОА и ОВ — лучи зрения, а ОА
[image: image34.wmf]^

АВ. Найдем угол АОВ.
     tg
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AOB =
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, где OA – расстояние от глаза до чертежа, которое можно измерить непосредственно. Пусть, например, расстояние OA = 3,42 м. тогда предельный угол зрения угол АОВ = 1'. Это означает, что острота зрения равна единице, что считается нормой.
Исследование №1
В этом исследовании я решила вычислить остроту зрения учеников 10А класса. Для этого понадобился листок бумаги на котором  я начертила 20 линий толщиной 1мм и длиной 4 см так, чтобы они заполняли квадрат. Прикрепила листок на хорошо освещённую стенку и провела исследование среди учеников класса. Ученики отошли на такое расстояние, при котором все линии слились в сплошной фон. Далее я измеряла это расстояние и вычислила тангенс угла по формуле (о которой ранее упоминала в задаче ). Результаты девушек и юношей сравнивались отдельно.

	девушки

	№
	тангенс угла зрения
	угол зрения
	результат

	1
	0,0002
	<1'
	норма

	2
	0,0006
	2'
	ниже нормы

	3
	0,0008
	>1'
	ниже нормы

	4
	0,0004
	>1'
	ниже нормы

	5
	0,0002
	<1'
	Норма

	6
	0,0002
	<1'
	Норма

	7
	0,0004
	>1'
	ниже нормы

	8
	0,00025
	<1'
	Норма

	9
	0,00025
	1'
	Норма

	10
	0,0004
	>1'
	ниже нормы

	11
	0,0003
	1'
	Норма

	12
	0,0002
	<1'
	Норма

	13
	0,0002
	<1'
	Норма

	14
	0,0003
	1'
	Норма


	Юноши

	№
	тангенс угла зрения
	угол зрения
	результат

	1
	0,0002
	<1'
	норма

	2
	0,0002
	<1'
	норма

	3
	0,0002
	<1'
	норма

	4
	0,0002
	<1'
	норма

	5
	0,0002
	<1'
	норма

	6
	0,0002
	<1'
	норма

	7
	0,00027
	1'
	норма

	8
	0,0003
	1'
	норма

	9
	0,0002
	<1'
	норма

	10
	0,0003
	1'
	норма

	11
	0,0003
	1'
	норма

	12
	0,0002
	<1'
	норма
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Исследование показало,  что у 36% девушек  острота зрения ниже нормы. У 100% юношей острота зрения в норме. 19% учащихся от всего числа обследованных имеют остроту зрения ниже нормы.

Острота зрения


Известны 5 типов остроты зрения:

· Острота обнаружения – обнаружение объекта в поле зрения, к примеру – точки на белом фоне 

· Острота локализации – способность определить, являются ли две линии, концы которых соприкасаются, продолжением друг друга или одна из них смещена относительно другой 

· Острота разрешающей способности глаза – способность воспринимать границу между дискретными, несвязанными друг с другом узорами (к примеру, как чётко виден паттерн заливки и как он ориентирован) 

· Острота распознавания – знакомая каждому, кто посещал окулиста и подбирал себе очки с помощью таблицы Головина-Сивцева с распознаванием букв 

· Острота динамизма – способность различить движение 


Для темы моделирования наиболее интересны первые три вида остроты.

Общий для всех видов остроты параметр – это угол зрения, определяющий величину проекции стимула на сетчатку. Угол зрения определяется с помощью элементарной тригонометрии, как
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где [image: image40.png]


 – искомый угол, S – линейный размер объекта, а D – расстояние от объекта до сетчатки.

Формула применима исключительно для угла зрения не превышающего 10 градусов и вот почему: наибольшей остроте зрения соответствует область, воспринимаемая центральной ямкой сетчатки. При удалении от центральной ямки концентрация колбочек на квадратный миллиметр понижается (зато увеличивается количество палочек, поэтому ночное периферическое зрение более острое, чем направленное), размеры рецептивных полей растут и от этого острота зрения, в том числе и острота восприятия цвета резко уменьшается:

[image: image41.jpg]i
4





Диаметр центральной ямки – 1 градус, диаметр рецептора центральной ямки – 0,25 градуса, расположение внутреннего края слепого пятна – 12 градусов к носу, величина его 7,5 по вертикали и 5 по горизонтали.

Так вот, в пределах этих 10 градусов максимальной остроты зрения если пользоваться углом зрения для определения остроты, то оптимальные значения для всех типов остроты примерно равны и составляют 
· 0,5 секунды  для остроты обнаружения 

· 2 секунды для точной настройки (определения количественного параметра) 


Стоит отметить, что хотя периферическое зрение уступает фовеальному, но края нечётких стимулов воспринимаемых периферическим зрением кажутся более чёткими, чем они есть на самом деле.

Рисунок для доказательства быстрого уменьшения остроты зрения при увеличении расстояния между стимулируемым участком сетчатки и центральной ямкой. Элементы рисунка расположены таким образом, что при фиксации взгляда на центральной точке все буквы будут отчётливо видны. Это происходит потому что  как бы ни увеличивалось расстояние, проекция каждой буквы на сетчатку уменьшается, но при этом количество рецепторов, обрабатывающих букву остаётся примерно одинаковым:
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Кроме фактора углового удаления от оптической оси на остроту зрения существенное влияние так же оказывает длительность фиксации: чем дольше рассматривается стимул тем более отчётливо он виден.

Саккады


Возникает резонный вопрос: почему же при столь малом оптическом угле зрения мы воспринимаем мир не как при взгляде сквозь свёрнутую газету, а гораздо шире? Ответом на этот вопрос являются саккады.

Саккады. (от французского saccader — дёргать) – это отрывистые движения глаз, быстро переводящего взгляд с одного объекта на другой.

Бывают небольшие саккады (менее 3 градусов поля зрения) и большие (20 градусов и более). Саккады – являются движеними баллистического типа: они имеют конкретную цель и направление, мало того, при перемещении объекта-цели саккада не прервётся и не будет следовать за объектом, а закончится на том месте, где объект был ранее (эффект «двигался так быстро, что не успевал следить за ним»). 

Саккады совершаются очень быстро, как  правило кол-во саккад от 1 до 3х в секунду, но совершаются они так быстро, что занимают не более 10% общего времени.

Собственно, технология eye tracking к моделированию которой я вас веду — это технология отслеживания саккад по изображению зрачков, снимаемой инфракрасной камерой.

Помимо самих саккад встречаются ещё и микросаккады, совершаемые при попытке удержать взгляд на одном месте. Микросаккады представляют из себя рефлекторные движения глаз на доли углового градуса для того, чтобы обновить изображение на сетчатке. 

Дело в том, сетчатка работает так, что может улавливать исключительно изменения в картине – т.е. сетчатка изначально была придумана только для восприятия движения. 

К примеру, если надеть контактную линзу и нанести на неё точку, то первое время после того, как линза будет надета точка окажется в поле зрения и будет видна. Спустя же несколько секунд точка перестанет восприниматься сетчаткой и исчезнет из поля зрения. Именно поэтому природе пришлось сделать патч в виде микросаккад, чтобы мы смогли воспринимать статические картины. 

Так как микросаккады являются техническим механизмом исключительно для восприятия статических сцен, то больше о них ничего рассказывать не буду.
II. ГЕОМЕТРИЯ ЗРЕНИЯ
· Взгляни-ка на дорогу. Кого ты там видишь?
· Никого, - сказала Алиса.

· Мне бы такое зрение! - заметил Король с завистью.

· Увидеть Никого! Да еще на таком расстоянии!
Л.Кэрролл. «Алиса в Зазеркалье»
Почему, чтобы разглядеть детали висящей на стене картины, мы подходим к ней ближе? Отче​го устремляющиеся вдаль рельсы кажутся пересе​кающимися в воображаемой точке? Какова гео​метрия солнечного затмения? Почему звезды на небе мы видим как точки? И можно ли разгля​деть спичечную головку с расстояния 10 м? От​веты на эти и многие другие вопросы касательно того, как мы видим окружающий мир, помогает найти наука геометрия, объясняющая некоторые (легко обнаруживаемые опытным путем) законо​мерности зрительного восприятия.
Пара слов об угле зрения
В поисках ответов на поставленные вопросы не обойтись без понятия угла зрения. С него и начнем.
Углом зрения называется угол с вершиной в оптическом центре глаза1, под которым виден наблюдаемый предмет. Иначе говоря, это угол, об​разованный лучами зрения, касающимися край​них точек предмета (рис. 1). Как правило, край​ние точки предмета - это концы отрезка, являю​щегося его высотой. Если лучи зрения проходят через произвольные точки предмета, мы видим лишь его часть, заключенную между ними. Как и другие плоские углы, угол зрения измеряют в гра​дусах, минутах и секундах, реже — в радианах (обычно, когда рассматривают малые углы).
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1 Оптический центр глаза — точка, через которую лучи света проходягг практически без преломления; находится вну​три хрусталика вблизи его задней поверхности.
Заметим, что большая часть зрительной инфор​мации, поступающей в неподвижный глаз (а именно о нем идет речь дальше), сосредоточена в простран​ственном угле ясного зрения. По вертикали ему соот​ветствует плоский угол, оценивающийся в 28—30°.
По отношению к наблюдаемому предмету упо​требляют также термин угловой размер. Например, фраза «Угловой размер Луны — 0,5°» означает, что под таким углом земной наблюдатель видит лун​ный диск.
О некоторых особенностях зрительного восприятия
Величина угла зрения определяется размером предмета (высотой, диаметром и т.д.), а также рас​стоянием до глаза наблюдателя. Каким же обра​зом связаны между собой указанные параметры?
Особенность 1. Чем дальше от глаза находится предмет, тем меньшим по размеру он кажется.
Действительно, с удалением предмета от глаза угол, под которым виден предмет, уменьшается, как и размер изображения предмета на сетчатке, т.е. если S > L, то
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 и АВ < АС (рис. 2)2.
2 Для простоты изложения поверхность сетчатки изобра​жена плоской, а один из лучей зрения выбран так, что он перпендикулярен высоте предмета.
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Доказательство неравенств опирается на поня​тие тангенса острого угла. Для угла зрения а
tg
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Так можно вычислить угол зрения в простей​шем случае. Если линия взора (воображаемая линия, соединяющая зрачок с точкой фиксации взгляда на предмете) совпадает с серединным пер​пендикуляром к отрезку, длина которого опреде​ляет линейный размер предмета (рис. 3), то угло​вой размер последнего находится по формуле
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Из последнего равенства легко найти как ли​нейный размер d предмета, так и расстояние L до глаза, если известны два другие параметра:
d = 2L ∙ tg
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Особенность 2. Для малого угла зрения види​мая величина предмета обратно пропорциональ​на расстоянию от предмета до глаза.
Если размер d предмета мал по сравнению с расстоянием L до глаза, то 

tg
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 ≈
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, и можно считать, что 
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 (см. рис. 2).
Особенность 3. Существует предельное значе​ние угла зрения - наименьшее значение, при ко​тором глаз способен видеть раздельно две точки.
Когда угол зрения достигает «критической» ве​личины — 1` (таково значение для здорового гла​за при нормальном освещении), глаз перестает различать наблюдаемый предмет как тело, имею​щее размеры, и воспринимает его как точку.
Особенность 4. Из двух предметов, удаленных от глаза на одно и то же расстояние и располо​женных достаточно близко друг от друга, более высокий предмет виден под большим углом.
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Если Н> h, то tg 
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 (рис. 4).
Особенность 5. Если два предмета видны под одним углом зрения, то их линейные размеры от​личаются во столько же раз, во сколько раз отли​чаются расстояния до предметов (рис. 5):
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Здесь мы имеем дело с подобными фигурами или соответствующими отрезками, например вы​сотами различных по форме фигур. Более того, с преобразованием гомотетии, центр которой на​ходится в глазу наблюдателя.
Такова вкратце «теория вопроса». Даже этих знаний вполне хватает как для объяснения мно​гих наблюдаемых невооруженным глазом явлений и зрительных иллюзий, так и для решения самых разных задач, связанных с углом зрения, к кото​рым мы и переходим.
Такие разные явления...
1. Детали полотна
Почему, желая разглядеть фрагмент висящей на стене картины или мелкий шрифт на странице книги, мы подходим к холсту ближе3 (приближа​ем текст к глазам)?

3 Однако поднести предмет очень близко к глазу мы не можем: способность глаза к аккомодации ограничена. Наи​меньшее расстояние, на котором нормальный глаз может отчетливо видеть предметы, увеличивается с возрастом от 10 см (в возрасте до 20 лет) до 22 см (к 40 годам). А рассто​яние наилучшего зрения (наиболее благоприятное для рассма​тривания предмета расстояние, при котором глаз ясно раз​личает детали без излишнего утомления) оценивается в 25 см.
1. То, насколько детально мы можем рассмот​реть предмет, зависит от величины угла зрения, под которым он виден. Сокращая расстояние от глаза до предмета, мы тем самым увеличиваем угол зре​ния и размер изображения предмета на сетчатке.
   2. Почему рельсы «сходятся»?
Две «убегающие» от нас параллельные линии (трамвайные или железнодорожные рельсы, края шоссе и т.п.) кажутся сходящимися в некоторой точке на горизонте. При этом сама точка пред​ставляется нам бесконечно удаленной и недося​гаемой. Чем объясняется эта зрительная иллюзия?

2. Предмет (шпала) виден под разными углами, по мере удаления вдоль параллельных прямых (рельсов) его угловой размер уменьшается. Это приводит к видимому уменьшению расстояния между линиями (а оно определяется длиной шпа​лы). Когда же угол зрения достигает предельного
значения, глаз перестает «ощущать» это расстояние, прямые «сливаютя» для него в одну точку.
3. По законам перспективы
Глядя на картины, написанные в реалистичной манере, в соответствии с законами линейной пер​спективы4, мы испытываем ощущение, будто рас​сматриваем трехмерную сцену. Как художникам удается создать на плоском холсте столь порази​тельную иллюзию пространства?

3. Линейная перспектива была разработана мастерами Возрождения с учетом особенностей зрительного восприятия. И сегодня, принимая во внимание 1-ю особенность, художник рисует на заднем плане предметы и человеческие фигуры меньших размеров, чем на переднем, создавая впечатление их разной удаленности и добиваясь тем самым глубины изображения. Сходящиеся в воображаемой точке параллельные линии усиливают визуальный эффект.
4 С точки зрения геометрии, линейная перспектива — это способ изображения фигур, основанный на свойствах цент​рального проектирования.
                4. Одним глазом
Еще Леонардо да Винчи советовал зрителю рас​сматривать изображенные в линейной перспек​тиве фигуры и предметы одним глазом, причем так, чтобы глаз находился от картины на таком же расстоянии, той же высоте и смотрел в том же направлении, что выбрал для себя художник, де​лая набросок. Почему?

4. Линейная перспектива рассчитана на фиксированную точку зрения, поэтому, чтобы полнее ощутить вызванные ее действием глубину и рельефность изображения, следует рассматривать картину с определенной позиции, той, о которой говорил Леонардо. Кстати, иногда линейную перспективу так и называют — «наука о видении одним глазом».
Добавим, что рекомендуется рассматривать картину с расстояния, примерно равного размеру 1,5-2 ее диагоналей (в этом случае картина будет находиться в поле лучшего видения, соответствующем пространственному углу ясного зрения). При этом взгляд должен быть направлен перпендикулярно плоскости полотна в главную точку схода — точку на линии горизонта, в которой сходятся все линии, перпендикулярные основанию картины. Линия горизонта обычно располагается на уровне глаза художника.
5. Находка зодчего

При взгляде снизу на высокие сооружения часто создается впечатление, что в верхней части они гораздо уже, чем у основания, и отклонены назад (рис. 6). Один из приёмов, позволяющих устранить зрительную иллюзию, предложил известный художник и архитектор эпохи Возрождения Джотто ди Бондоне. Зодчий применил его при строительстве колокольни при соборе Санта-Мария дель Фьоре во Флоренции. Внеся оптическую поправку, он сумел спроекти​ровать сооружение так, что при взгляде снизу оно имеет внушительный, монументальный вид. Что же придумал Джотто?
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5.
Учтя 1 -ю особенность зрительного восприятия, Джотто спроектировал колокольню так, что вверху она была значительно шире, чем у основания (рис. 11), т.е. использовал один из приемов обратной перспективы — увеличение размера предмета по мере его удаления от глаза наблюдателя.
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6. Опыты с матрешками
Если выстроить по росту несколько матрешек и смотреть на них со стороны самой маленькой фигурки, а затем медленно отходить назад, не из​меняя направления взгляда, то можно наблюдать, как матрешки начнут «сливаться», загораживая друг друга. Наконец, на некотором расстоянии будет видна только одна из них - ближайшая к нам. Если теперь сместить фигурки в горизонталь​ных плоскостях, перпендикулярных линии взора, так, чтобы все они были полностью видны, мат​решки будут казаться одного размера. Чем объяс​няются эти явления?

6. В описанных опытах проявляют себя 4-я и 5-я особенности зрительного восприятия.
7. Геометрия затмений
А. Во время полного солнечного затмения Луна целиком закрывает собой солнечный диск и оказы​вается видна только солнечная корона (рис. 7, а). В этот момент размеры обоих тел кажутся нам одинаковыми. Почему?
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Б. При кольцеобразном затмении наблюдается край солнечного диска в форме кольца (рис. 7, б). При выполнении каких условий возможно это явление?

7. А. Центр Луны оказывается на прямой, про​ходящей через центр Солнца и глаз земного на​блюдателя, стороны угла зрения которого касают​ся поверхности Луны и Солнца. Оба тела наблю​датель видит под одним углом зрения (рис. 12).

Б. Кольцеобразное затмение можно наблюдать в тот момент, когда центр Луны оказывается на прямой, проходящей через центр Солнца и глаз земного наблюдателя, и Луна видна под меньшим углом, чем Солнце7 (рис. 13).

7 «Геометрическое происхождение» двух видов солнечно​го затмения объясняет первый закон Кеплера: они возмож​ны потому, что Луна движется вокруг Земли, а Земля вокруг Солнца по эллипсу, и расстояния между телами периодичес​ки изменяются.
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8.Достаточно сравнить угловой размер а каж​дой звезды с предельным углом зрения для челове​ка. У Солнца 
[image: image74.wmf]a

= 30' > 1', a y Проксимы Центавра
оценивается долями секунды: 
[image: image75.wmf]a

 = 0,001" << 1'. (Для сравнения: под таким же углом с Земли нам был бы «виден» астронавт на поверхности Луны.) У
других звезд угловой размер еще меньше, они вос​принимаются невооруженным глазом как точки.
8. Размеры звезд
Почему Солнце мы видим как диск, а ближай​шую к нашей системе звезду Проксиму Центавра как точку (не говоря уже о других звездах)?

8.Достаточно сравнить угловой размер а каж​дой звезды с предельным углом зрения для челове​ка. У Солнца 
[image: image76.wmf]a

= 30' > 1', a y Проксимы Центавра
оценивается долями секунды: 
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 = 0,001" << 1'. (Для сравнения: под таким же углом с Земли нам был бы «виден» астронавт на поверхности Луны.) У
других звезд угловой размер еще меньше, они вос​принимаются невооруженным глазом как точки.
9. Из жизни светил
У некоторых двойных звезд наблюдается «пол​ное звездное затмение». О его наступлении мож​но судить по уменьшению блеска (видимой яр​кости) звезды, которая в этот момент словно иг​риво подмигивает нам. Какова геометрическая природа этого явления?

9.Если плоскости орбит звезд, входящих в со​став двойной звезды, проходят через нашу плане​ ту, то при «полном затмении» главной звезды менее ярким спутником они обе оказываются видны земному наблюдателю под одним углом.
10. Как видит лилипут?
Из воспоминаний героя романа Д.Свифта Лэ-мюэля Гулливера о жителях Лилипутии:
«...Природа приспособила зрение лилипутов к ок​ружающим их предметам: они хорошо видят, но на небольшом расстоянии. Вот представление об ост​роте их зрения для близких предметов: большое
удовольствие доставило мне наблюдать повара, ощи​пывающего жаворонка величиной не более нашей мухи, и девушку, вдевающую шелковинку в ушко невидимой иголки».
Согласны ли вы с оценкой Гулливера? Можно ли утверждать, что лилипуты отличаются особой остротой зрения5 по сравнению с Гулливером?
10.
Гулливер в целом прав. Зрение лилипутов
подчиняется тем же законам, что и зрение человека: подобие сохраняет величину угла. В частно​сти, предельный угол зрения для них также равен Г. И Гулливер, и лилипут (каждый в своем мире) видят жаворонка или ушко иголки под одинако​вым углом, и острота зрения у обоих одинакова. Другое дело, что зрение первого не приспособле​но к миниатюрному миру лилипутов; да и глаз лилипута воспринимает Гулливера не иначе как великана — Человека-Гору.
...и совсем нехитрые вычисления
11. Природный угломер
Иногда оценить угловой размер предмета уда​ется буквально голыми руками. Оказывается, кисть руки послужит нам неплохим природным угломером. К ее помощи можно прибегнуть, ког​да в наличии нет измерительных инструментов и не требуется высокая точность результата.
А. В одном справочнике по астрономии приво​дятся некоторые полезные для этой цели углы. Ноготь указательного пальца вытянутой перед со​бой руки мы видим под углом 1°, кулак — под углом 10°, а промежуток между концами рас​ставленных большого пальца и мизинца — под углом 22° (рис. 8). Проверьте с помощью вычис​лений, так ли это, сделав предварительно необхо​димые измерения.
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Б. Под каким углом виден промежуток между широко расставленными средним и указательным пальцами; большим и указательным пальцами вы​тянутой руки? В таком положении расстояние между пальцами в первом случае составляет при​мерно 8 см, во втором — 18 см, а расстояние от глаза до вытянутой кисти руки — 57 см.
5 Остротой зрения называют способность глаза различать две близко расположенные точки. Ее определяют как отно​шение 1` к предельному значению угла зрения испытуемо​го. Считается, что нормальная острота зрения равна едини​це. У некоторых людей она может достигать двух и более единиц.

11. Б. 8°; 17,5°.



12. Простые расчеты
А. В книге Я.И Перельмана «Занимательная фи​зика» читаем:
«Геометрия учит, что предмет, удаленный от гла​за на расстояние, в 57 раз большее его поперечни​ка, должен представляться наблюдателю под углом почти в 1`».
На чем основан этот расчет? 

Б. Как, зная размер предмета, найти расстоя​ние, на котором здоровый глаз перестает разли​чать его очертания и воспринимает предмет как точку?

12.
Б. Достаточно увеличить размер предмета в 57 х 60 = 3420 раз (см. задачу 12, А). Более точ​ный расчет показывает, что в  3333 раза. Если
предмет высотой h = 1 мм (см, дм и т.д.) виден под углом 1` с расстояния    1 : 0,0003 ≈ 3333 мм (см, дм и т.д.), то при выбранной единице длины
предмет высотой Н виден под тем же углом с
расстояния ЗЗЗЗH.
13. За пределами возможного
Может ли человек с нормальным зрением раз​глядеть спичечную головку размером 2,5 мм с рас​стояния 10 м? Если да, то чему равен угол зре​ния? Если нет, то почему?

13. Не может, ведь уже на расстоянии  8,5 м угол зрения достигает предельного значения 1`.
14. Отменные стрелки
В древности английские воины пользовались славой искусных лучников: с расстояния 100 м они могли попасть стрелой в стрелу, древко кото​рой имело толщину всего 1 см. Должно быть, они обладали невероятно острым зрением, если мог​ли разглядеть на таком расстоянии мишень столь малого диаметра. Так ли это?

14. Очевидно так, ведь человек со зрением, рав​ным единице, перестает различать мишень диаме​тром 1 см на расстоянии, втрое меньшем.

Кстати, необычайно острым зрением могли по​хвастаться и тульские мастера — герои сказа Н.Ле​скова «Левша», подковавшие крошечную «аглицкую блоху». И именно остроте зрения Алисы, уви​девшей на дороге Никого, позавидовал Белый Король (см. эпиграф к статье).
15. Как рассмотреть лилипута?
Описывая императора Лилипутии, Лемюэль Гулливер замечает:
«Ростом он почти на мой ноготь выше всех своих придворных... Чтобы лучше рассмотреть его вели​чество, я лег на бок так, чтобы мое лицо пришлось как раз против него, причем он стоял на расстоя​нии всего трех ярдов6 от меня...» Действительно ли Гулливер мог хорошо рассмо​треть императора с такого расстояния? (Средний рост взрослого лилипута равен 6 дюймам.)

15.
Гулливер смотрел на императора под углом 3,5°. Но под таким углом с расстояния «всего трех ярдов» (2,74 м) не разглядеть черты лица и мелкие детали одежды человечка ростом всего 6,5 дюй​мов (16,5 см). К примеру, пуговица на его камзо​ле видна под углом всего 2', что уж говорить о драгоценных камнях на шлеме и эфесе шпаги! Расстояние необходимо значительно сократить,что и сделал Гулливер:
«Кроме того, впоследствии я несколько раз брал его [императора] на руки [чтобы как следует рас​смотреть] и потому не могу ошибиться при описа​нии его наружности».
Здесь Гулливер прав, ведь держа императора в руках, он разглядывал его величество с оптималь​ного для своего глаза расстояния.
16. Подходящее расстояние
Из «Путешествия в Бробдингнег» мы узнаем, с каким трудом Гулливеру приходилось читать книги великанов. Чтобы прочесть страницу тек​ста, ему нужно было взбираться на лестницу и спускаться по ступенькам каждый раз, когда строчки оказывались ниже уровня его глаз, да еще затем переворачивать двумя руками огромные листы фолиантов! Гулливер упоминает, что читал приставленные к стене книги с расстоя​ния 10 футов. Подходящим ли оно было для букв высотой 1,5 дюйма?
6 1 ярд = 3 футам = 36 дюймам = 91,44 см.

16.
Вполне. Если буквы высотой  3 мм ком​фортно читать с расстояния 25 см, то для букв высотой  1,5 дюйма = 3,8 см подходящим будет расстояние чуть более 3 м. Его и выбрал Гулли​вер (10 футов = 305 см).
17. Алиса и Синяя Гусеница
В одном из эпизодов сказки «Алиса в Стране чудес» ее главная героиня оказалась в лесу и в по​исках чего-нибудь, что можно было бы съесть или выпить, чтобы подрасти, повстречала Синюю Гу​сеницу.
«...Неподалеку стоял гриб — большой, почти с нее ростом [на тот момент рост Алисы составлял всего 3 дюйма].
...Она поднялась на цыпочки, заглянула наверх — и встретилась глазами с огромной синей гусеницей. Та сидела, скрестив на груди руки, и томно курила
кальян, не обращая никакого внимания на то, что творится вокруг.
Алиса и Синяя Гусеница долго смотрели друг на друга, не говоря ни слова».
Положим, высота гриба равна диаметру его шляпки, а рост примостившейся сверху Гусеницы вдвое меньше роста девочки. Интересно, могла ли Алиса при таких условиях видеть Синюю Гусени​цу целиком? И не слишком ли близко от нее сто​яла девочка, чтобы разглядеть как следует?

17.
Алиса видела Гусеницу под углом 45°, боль​шем, чем угол ясного зрения — 30°, но меньшем, чем угол, соответствующий минимальному рас​
стоянию, на котором девочка могла видеть ее отчетливо, — 80°. (На Синюю Гусеницу Алиса смо​трела с расстояния 1,5 дюйма, в то время как ми​нимальное допустимое расстояние, на котором де​вочка могла видеть ее ясно при своем росте3 дюйма, в 15 раз меньшем среднего роста девоч​ки ее возраста, составляет 10 : 2,54 : 15 ≈ 0,26 дюй​ма, а ему, как легко подсчитать, соответствует угол
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= 80°.) Так что Алиса видела Гусеницу целиком,правда, отчетливо - только «частями» (в разные моменты времени).
18. Почти правдивые истории
А. Побывав на Луне, барон Мюнхгаузен стал всех уверять, что оттуда Земля кажется такого же размера, как и пушечное ядро диаметром 6,3 дюй​ма с расстояния вытянутой руки от глаза. Можно ли доверять словам барона, известного своей «правдивостью»?
Б. Еще Мюнхгаузен рассказывал, что наблю​дал с Луны полное солнечное затмение, когда планета Земля в точности закрыла собой Солнце на небе. А возможно ли вообще такое явление в природе?
От Земли до Луны расстояние l ≈ 384 400 км, от Земли до Солнца - L ≈  ≈149 600 000 км, RЗемли≈ 6380 км, RЛуны ≈ 1740 км, RСолнца ≈ 695 000 км.

18.
А. Мюнхгаузен ошибается в своей оценке.
Если верить барону, угловые размеры Земли и пу​шечного ядра должны быть одинаковы при дан​ных расстояниях, тогда должно выполняться равенство
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 Однако оно неверно.
Б. Если барон очутился на видимой стороне Луны во время полного лунного затмения, то мог наблюдать это же событие как солнечное затме​ние, при котором диск Земли полностью закры​вает Солнце. Однако, как показывают вычисле​ния, у Земли угловой размер в четыре раза боль​ше, чем у Солнца, так что наблюдать точное сов​падение их дисков барон не мог (рис. 14). 
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19. Глубина колодца
В древнекитайском трактате «Математика в де​вяти книгах» разбирается следующая задача на оп​ределение глубины колодца с помощью шеста. Требуется найти глубину х колодца по извест​ной длине H шеста и ширине d колодца, а также отрезку l, отсекаемому лучом зрения на​блюдателя на границе колодца (рис. 9). Какой формулой выражается глубина колодца?

[image: image82.jpg]



19.   
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20. Двойное измерение
В том же трактате содержится задача на опре​деление высоты х дерева и расстояния у от дерева до шеста длиной h, которым пользуется наблюдатель. Сначала, стоя на расстоянии d от шеста, наблюдатель видит его конец совпадаю​щим с основанием дерева (размер шеста меньше роста наблюдателя, чей глаз находится на высоте Н от поверхности земли). Затем, лежа, с рассто​яния D наблюдатель видит конец шеста совпа​дающим с вершиной дерева (рис. 10). 

По каким формулам вычисляются 

х и у?
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20. 
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Исследование №2

Определение горизонтального и вертикального полей зрения глаз.

Поле зрения глаза – это угол максимального видения [image: image89.png]


  . Поле зрения у человека по вертикали и горизонтали отличается. Я решила узнать каким полем зрения обладают ученики моего 10 А класса.
Для определения поля зрения я нанесла на линейке длиной, а = 50 см три метки – одну в центре и две в крайних точках. Приближая  линейку к глазу, измерила расстояние b, когда глаз видит обе крайние метки. Рассчитывала угол по формуле:
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.

 Ход работы

Я устанавливала перед правым глазом испытуемого линейку в горизонтальном положении и , приближая её,  испытуемый наблюдал крайние и центральную метки. Затем, определила минимальное расстояние b, на котором ещё видны обе метки. Повторила опыт 3 раза и рассчитала среднее значение.

Повторила опыт для левого глаза.

Рассчитала поле зрения каждого глаза.

Аналогично п. 1-3, но линейку устанавливала в вертикальном положении.
Результаты исследования я занесла в таблицы и составила графики.

Таблица 1. Расчет поля зрения глаза человека при горизонтальном положении

	Обследуемый 
	Правый 
	левый

	1.
	90
	90

	2.
	62
	62

	3.
	71
	62

	4.
	42
	88

	5.
	64
	78

	6.
	76
	82

	7.
	116
	116

	8.
	136
	140

	9.
	82
	80

	10.
	90
	90

	11.
	70
	76

	12.
	62
	71

	13.
	90
	90

	14.
	90
	90

	15.
	62
	62

	16.
	71
	62

	17.
	42
	88

	18.
	64
	78

	19.
	76
	82

	20.
	116
	116

	21.
	136
	140

	22.
	82
	80

	23.
	90
	90

	24.
	70
	76

	25.
	62
	71

	26.
	90
	90

	Среднее значение
	≈81
	≈87


Рисунок1.  Расчет показателей поля зрения в горизонтальном положении 
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А) для правого глаза 
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Б) для левого глаза 

    По результатам проведенных исследований средний показатель горизонтального поля зрения глаза   составляет 810 – 870 (правый –левый глаз), при этом  показатели колеблются от 42 до 1360 для правого глаза и 62-1400 для левого. Общий средний показатель поля зрения для обоих глаз составляет 840.
Таблица 2. Расчет поля зрения глаза человека при вертикальном положении

	Обследуемый 
	Правый
	Левый

	1.
	74
	80

	2.
	66
	68

	3.
	52
	52

	4.
	64
	60

	5.
	54
	58

	6.
	76
	76

	7.
	102
	90

	8.
	136
	132

	9.
	62
	60

	10.
	64
	64

	11.
	64
	70

	12.
	52
	52

	13.
	62
	62

	14.
	74
	80

	15.
	66
	68

	16.
	52
	52

	17.
	64
	60

	18.
	54
	58

	19.
	76
	76

	20.
	102
	90

	21.
	136
	132

	22.
	62
	60

	23.
	64
	64

	24.
	64
	70

	25.
	52
	52

	26.
	62
	62

	Среднее значение
	≈71
	≈71


Рисунок2.  Расчет показателей поля зрения в вертикальном  положении 
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А) для правого глаза 
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Б) для левого глаза 
    По результатам проведенных исследований средний показатель горизонтального поля зрения глаза   составляет 71° (правый –левый глаз), при этом  показатели колеблются от 52 до 1360 для правого глаза и 52-1320 для левого. 
Заключение.

Тема работы мне показалась очень интересной. С помощью математических методов я научилась вычислять угол и остроту зрения человека
В результате проведенных исследований мною сделан ряд выводов:

1.)81% учащихся имеют 100% зрение, из них 46% - юноши, 35% - девушки.

2.)По результатам проведенного исследования №2 средний показатель горизонтального поля зрения глаза   составляет 810 – 870 (правый –левый глаз), при этом  показатели колеблются от 42 до 1360 для правого глаза и 62-1400 для левого. Общий средний показатель поля зрения для обоих глаз составляет 840. Средний показатель горизонтального поля зрения глаза   составляет 71° (правый –левый глаз), при этом  показатели колеблются от 52 до 1360 для правого глаза и 52-1320 для левого. 

3.)Ознакомили администрацию школы и медицинского работника с              результатами исследования

4.)Математические методы являются неотъемлемыми составляющими   медицинских исследований.
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