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1.Вступление.

Актуальность:

Причина такой популярности теоремы Пифагора триедина: это простота – красота – значимость. В самом деле, теорем Пифагора проста, но не очевидна. Это сочетание двух противоречивых начал придает ей особую притягательную силу, делает её красивой. Но, кроме того, теорема Пифагора имеет огромное значение: она применяется в геометрии буквально на каждом шагу, и тот факт, что существует около 500 различных доказательств этой теоремы, свидетельствует о гигантском числе её конкретных реализаций.

Целью данной работы является изучение теоремы Пифагора.

Задачи я определила следующие:

- познакомиться с жизнью  великого философа Пифагора;

- изучить историю открытия теоремы;

- найти различные доказательства данной теоремы;
- найти как можно больше доказательств теоремы Пифагора методом разрезания;

- определить значения и применения теоремы;

- предъявить результаты работы.
2. Основная часть.
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2.1. Из жизни Пифагора.

Великий ученый Пифагор родился около 580 года до нашей эрыв древней Греции на острове Самос, который находится в Эгейском море у берегов Малой Азии, поэтому его называют Пифагором Самосским.Отцом Пифагора был Мнесарх, резчик по драгоценным камням. Имя же матери Пифагора не известно. По многим античным свидетельствам, родившийся мальчик был сказачно красив, а вскоре  проявил и свои незаурядные способности. Среди учителей юного Пифагора традиция называет старца Гермодаманта и ФерекидаСиросского. Целые дни проводил юный Пифагор у ног старца Гермодаманта, внимая мелодии кифары и гекзаметрам Гомера. Ферекид же был философом и считался основателем итальянской школы философии. Таким образом, если Гермодамант ввел Пифагора в круг муз, то Ферекид обратил его ум к логосу. Неугомонному воображению Пифагора очень скоро стало тесно на маленьком Самосе, и он отправляется в Милет, где встречается с другим ученым – Фалесом. Фалес советует ему отправиться за знаниями в Египет, что Пифагор и сделал.
В 548 году до нашей эры Пифагор прибыл в Навкратис – самосскую колонию. Изучив язык и религию египтян, он уезжает в Мемфис. Несмотря на рекомендательное письмо фараона, хитроумные жрецы не спешили раскрывать Пифагору свои тайны, предлагая ему сложные испытания. Но влекомый жаждой к знаниям, Пифагор преодолел их все, хотя по данным раскопок египетские жрецы не многому могли его научить, так как в то время египетская геометрия была чисто прикладной наукой. Поэтому, научившись всему, что ему дали жрецы, он, убежав от них, двинулся на родину Элладу. Однако, проделав часть пути, Пифагор решается на сухопутное путешествие, во время которого его захватил в плен царь Вавилона. Вавилонская математика была более развитой, чем египетская, и Пифагору было чему поучиться. Но в 530 году до нашей эры Кир двинулся в поход против племен в Средней Азии. И, пользуясь переполохом в городе, Пифагор сбежал на родину. А на Самосе в то время царствовал тиран Поликрат. Конечно же, Пифагора не устраивала жизнь придворного полу раба, и он удалился в пещеры в окрестностях Самоса. После нескольких месяцев притязаний со стороны Поликрата, Пифагор переселяется в Кротон. [image: image137.jpg]EAAL-ADX 34}




В Кротоне Пифагор учредил нечто вроде религиозно-этического братства или тайного монашеского ордена («пифагорейцы»), члены которого обязывались вести так называемый пифагорейский образ жизни. Это был одновременно и религиозный союз, и политический клуб, и научное общество. (На рисунке – картина Рафаэля «Пифагор в окружении учеников»)
…Прошло 20 лет. Слава о братстве разнеслась по всему миру. Однажды к Пифагору приходит Килон, человек богатый, но злой, желая спьяну вступить в братство. Получив отказ. Килон начинает борьбу с Пифагором, воспользовавшись поджогом его дома. При пожаре пифагорейцы спасли жизнь своему учителю ценой своей. После чего Пифагор затосковал и в 500 году до н.э. покончил жизнь самоубийством. Это одна из версий смети Пифагора.
По другой версии, когда Пифагор уехал на Делос навестить своего заболевшего учителя, дом в котором собрались его ученики, был подожжен со всех сторон Килтоном и другими заговорщиками. Только двое спаслись из горящего дома и от рук убийц. Спасаясь от преследователей, Пифагор поселился в Метапонте. Но и здесь его настигла рука убийцы…
Существует еще версия смерти Пифагора, по которой он был убит в уличной схватке во время народного восстания. Сама же теорема Пифагора замечательна тем, что она проста, но не очевидна. Это сочетание двух противоречивых начал и придает ей особую притягательную силу, делает ее красивой.
Пифагор – Учитель, повел за собой других, провозгласил учения, которые просуществовали тысячелетия и во многом определили будущую историю цивилизацию. Математика Пифагора – неизвестная нам наука. Современная математика заняла бы в ней не больше не больше одного раздела. Пифагор превратил математику в дедуктивную науку: ввел доказательство. Практическая геометрия, опиравшаяся ранее только на наблюдения и опыт, трудами древних греков получила строгие научные обоснования – доказательство каждого высказанного предложения. Сами греки связали рождение геометрии как науки с деятельностью Пифагора.
Пифагор обосновал многие свойства геометрических фигур. Он и его последователи заложили основы систематических доказательств в геометрии.
2.2. История открытия теоремы.
Из-за скудности сведений бывает трудно отличить в приписываемых Пифагору открытиях его собственные достижения от того, чему обязаны, с одной стороны.его предшественникам, а с другой – ученикам. То же самое можно сказать и по поводу теоремы, почти всюду называемой именем Пифагора (во Франции, а также в некоторых областях Германии её называют также «мостом ослов»: lepontauxânes, dieEselbrücke):

Квадрат, построенный на гипотенузе прямоугольного треугольника, равновелик сумме квадратов, построенных на его катетах.

В настоящее время все согласны с тем, что эта теорема не была открыта Пифагором. Однако одни полагают, что Пифагор первым дал её полноценное доказательство, другие же отказывают ему и в этой заслуге. Было бы затруднительно ответь на вопрос, в чем состояло это доказательство. Некоторые приписывают Пифагору доказательство, которое Евклид (живший около 300 года до нашей эры в Александрии) приводит в первой книге своих «Начал»; с другой стороны, Прокл, который жил от 410 или 412 года до 485 в Византии и Афинах, утверждает, что доказательство в «Началах» принадлежит самому Евклиду.
Хронология развития теоремы до Пифагора:

	№
	Историческое место
	дата

	1
	Древний Китай (математическая книга Чу-пей)
	~2400 г. до н. э.

	2
	Древний Египет (гарпедонапты  или "натягиватели веревок")
	 2300 г. до н. э.

	3
	Вавилон (Хаммураби ) 
	 2000 г. до н. э.

	4
	Древняя Индия (сборник Сульвасутра ) 
	 600 г. до н. э.

	5
	Пифагор 
	 570 г. до н. э.


Как мы видим, история математики почти не сохранила достоверных данных о жизни Пифагора и о его математической деятельности. Зато легенда сообщает даже ближайшие обстоятельства, сопровождавшие открытие теоремы. Многие знают сонет Шамиссо:
Пребудет вечной истина, как скоро

Её познает слабый человек!

И ныне теорема Пифагора

Верна, как и его далекий век.

Обильно было жертвоприношенье

Богам от Пифагора. Сто быков

Он отдал на закланье и сожженье

Засвета луч, пришедший с облаков.

Поэтому всегда с тех самых пор,

Чуть истина рождается на свет,

Быки ревут, ее почуя, вслед.
Они не в силах свету помешать,

А могут лишь, закрыв глаза, дрожать

От страха, что вселил в них Пифагор.

Теорема Пифагора имеет богатую историю. Она издавна широко применялась в разных областях науки, техники и практической жизни. 
У Евклида эта теорема гласит:
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В дословном переводе это означает: «В прямоугольном треугольнике квадрат стороны, натянутой над прямым углом, равен квадратам на сторонах, заключающих прямой угол».
[image: image139.png]LLHL]“”L 4
a




Латинский перевод арабского текста Аннаирици (около 900 года нашей эры), сделанный Герхардом Кремонским (начало 12 века), гласит:
В переводе: «Во всяком прямоугольном треугольнике квадрат, образованный на стороне, натянутой над прямым углом, равен сумме двух квадратов, образованных на двух сторонах, заключающих прямой угол».
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ВGeometriaCulmonensis (около 1400 года) теорема читается так:

В переводе это означает: «Итак, площадь квадрата, измеренного по длинной стороне, столь же велика, как у двух квадратов, которые измерены по двум сторонам его, примыкающим к прямому углу».

В первом русском переводе евклидовых «Начал», сделанном с греческого Петрушевским («Евклидовых начал  восемь книг, содержащие в себе основание геометрии», Санкт-Петербург, 1819), теорема Пифагора изложена так: «В прямоугольных треугольниках квадрат из стороны, противолежащей прямому углу, равен сумме квадратов из сторон, содержащих прямой угол».

Современное прочтение теоремы: «В прямоугольном треугольнике квадрат гипотенузы равен сумме квадратов катетов».
Если дан нам треугольник,

И притом с прямым углом,

То квадрат гипотенузы

Мы всегда легко найдем:

Катеты в квадрат возводим,

Сумму степеней находим-

И таким простым путем

К результату мы придем.
(стихотворение И .Дырченко)
2.3. Доказательства теоремы.
[image: image141.png]


[image: image142.png]


Доказательство теоремы Пифагора считалось в кругах учащихся средних веков очень трудным и называлось «ослиный мост» или «бегство убогих», так как некоторые «убогие» ученики, не имевшие серьезной математической подготовки, бежали от геометрии. Слабые ученики, заучившие теорему Пифагора без понимания, и прозванные «ослами», не были в состоянии преодолеть теорему, ставшую для них непроходимым мостом. Теорему Пифагора учащиеся называли также «ветряной мельницей», «бабочкой», «невестой», составляли стишки, например: «Пифагоровы штаны во все стороны равны». Некоторые рисовали карикатуры.
В настоящее время существует большое количество доказательств теоремы Пифагора. Многие из них приведены ниже.
2.3.1. Разрезание.
Существует целый ряд доказательств теоремы Пифагора, в которых квадраты, построенные на катетах и на гипотенузе, разрезаются так, что каждой части квадрата, построенного на гипотенузе, соответствует часть одного из квадратов, построенных на катетах. Во всех этих случаях для понимания доказательства достаточно одного взгляда на чертеж; рассуждение здесь может быть ограничено единственным словом: "Смотри!", как это делалось в сочинениях древних индусских математиков. 
Доказательство  Энштейна.
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Доказательство Перигаля. [image: image144.png]A



(«колесо с лопастями»)
1=1

2=2

3=3

4=4

5=5
Одинаковыми цветами обозначены  одинаковые многоугольники.
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На первом рисунке квадрат, построенный на гипотенузе, разделен на некие части. На втором  рисунке квадраты, построенные на катетах, состоят из тех же частей, что и квадрат гипотенузы.
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Доказательство построено по тому же принципу, что и предыдущее.

Доказательство Гутхейля
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На первом рисунке изображен квадрат гипотенузы, в центре которого находится квадрат малого катета. На втором рисунке – квадраты, построенные на катетах, квадрат большого катета состоит из частей, из которых состоит и квадрат на гипотенузе.
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Треснувшее Домино - доказательство Марио Пасека  (иначе Пакослав Гвиздальский). А – кость домино, В – способ перестановки частей, 
                                                                            С –  Пифагорова фигура.
Доказательство ан-Найризия 
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Доказательство Нильсена.
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Доказательство Гёпеля
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2.3.2. Дополнение.
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Доказательство Леонардо да Винчи.

На рисунке изображена Пифагорова фигура – прямоугольный треугольник АВС с построенными на его сторонах квадратами. К этой фигуре присоединены треугольники ECF и JIH, равные исходному прямоугольному треугольнику. Справедливость теоремы Пифагора вытекает из равновеликости шестиугольников ADEFGBи ACBHIJ (здесь  С
[image: image1.wmf]Î

EP, прямая ЕР делит шестиугольник ADEFGB на два равновеликих четырехугольника, прямая СМ делит шестиугольник ACBHIJ на два равновеликих четырехугольника; поворот плоскости на [image: image3.png]90°



 вокруг центра А отображает четырехугольник ADGB на четырехугольник АСIJ).
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На рисунке Пифагорова фигура достроена до прямоугольника, стороны которого параллельны соответствующим сторонам квадратов, построенных на катетах. Разобьем этот прямоугольник на треугольники и прямоугольники. Из полученного прямоугольника вначале отнимем все многоугольники 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, остался квадрат, построенный на гипотенузе. Затем из того же прямоугольника отнимем прямоугольники 5, 6, 7 и заштрихованные прямоугольники, получим квадраты, построенные на катетах. Легко убедиться в том, что фигуры, вычитаемые в первом случае, равновелики фигурам, вычитаемым во втором случае.
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Доказательство Гарфилда. 
На рисунке  три прямоугольных треугольника составляют трапецию. Поэтому площадь этой фигуры можно находить по формуле площади прямоугольной трапеции, либо как сумму площадей трех треугольников. В первом случае эта площадь равна [image: image5.png]s (a+Db)a+b),



 во втором [image: image7.png]—>ab+>ab+>c?.
Jab+zab+>



Приравнивая эти выражения, получаем теорему Пифагора.
Также существуют доказательства методом дополнения, на которые достаточно только посмотреть. Вот, например, один из них.
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На рисунке представлена Пифагорова фигура (красным цветом выделены квадраты, построенные на катетах, синим – на гипотенузе).
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Бледным цветами изображены идентичные исходному треугольники, которые мы добавляем по равному количеству к квадратам на катетах и к квадрату на гипотенузе(красные - квадратам на катетах, синие - к квадрату на гипотенузе).
2.3.3. Подобие.

[image: image160.png]


1. Здесь ABC – прямоугольный, C – прямой угол, CM
[image: image8.wmf]^

AB, [image: image10.png]


 – проекция катета b на гипотенузу, [image: image12.png]


 – проекция катета [image: image14.png]


 на гипотенузу, h – высота треугольника, проведенная к гипотенузе.

Из того, что 
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ACM следует 
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; (1)

из того, что 
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BCM следует
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. (2)

Складывая почленно равенства (1) и (2), получим [image: image30.png]
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 = c[image: image34.png]
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) = [image: image42.png]
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2. Высота, опущенная на гипотенузу, разбивает данный прямоугольный треугольник площади S на два ему подобных с площадями [image: image44.png]


 и [image: image46.png]


. При этом
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Но [image: image49.png]


 + [image: image51.png]


 = S.  Следовательно,
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.                                                      
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2.3.4. Алгебраический метод.
[image: image162.png]


1. Доказательство  из учебника  геометрии 7-9 класса Л.С. Атанасяна).

[image: image163.png]



Рассмотрим треугольник с катетами a, b и гипотенузой c. Докажем, что [image: image55.png]a? +b?



.
Достроим треугольник до квадрата со стороной a+b так, как показано на рисунке. Площадь S этого квадрата равна [image: image57.png](a+b)?



. С другой стороны, этот квадрат составлен из четырёх равных прямоугольных треугольников [image: image59.png]q.
2



, и квадрата со стороной c, поэтому

S=4·[image: image61.png]


+[image: image63.png]


=2ab+[image: image65.png]


.

Таким образом, 

[image: image66.png](a+b)* = 2ab+c?,




откуда

[image: image67.png]a? + b2
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2.Доказательство Бхаскари.
На рисунке проиллюстрировано доказательство великого индийского математика. Рисунок сопровождало лишь одно слово: СМОТРИ!
С глубокой древности математики находят все новые и новые доказательства теоремы Пифагора, все новые и новые замыслы ее доказательств. Таких доказательств – более или менее строгих, более или менее наглядных – известно более полутора сотен (по другим источникам, более пятисот), но стремление к преумножению их числа сохранилось. Поэтому теорема Пифагора занесена в «Книгу рекордов Гиннеса».
2.4. Значение теоремы.

Какое чудо – этот переход от слепоты к прозрению,

к пониманию сути дела!

М. Вертгеймер

Теорема Пифагора – одна из главных и, можно сказать, самая главная теорема геометрии. Теорема Пифагора замечательна и тем, что сама по себе она вовсе не очевидна. Например, свойства равнобедренного треугольника можно видеть непосредственно на чертеже. Но сколько ни смотри на прямоугольный треугольник, никак не увидишь, что между его сторонами есть простое соотношение: 
[image: image68.wmf]2
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.Она является основой решения множества геометрических задач.
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Диагональ d квадрата со стороной а можно рассматривать как гипотенузу прямоугольного равнобедренного треугольника с катетом а. Таким образом, d=2a, откуда: d=2a2. 
[image: image166.png]Omnis trianguli orthogonii quadratum factum ex latere
subtenso angulo recto equale est coniunctioni duorum quadra-
torum, qui ftunt ex duobus lateribus, qui continent angulum
rectum.
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Диагональ d прямоугольника со сторонами а и b вычисляется подобно тому, как вычисляется гипотенуза прямоугольного треугольника с катетами a и b. Мы имеем d2=a2+b2


Высота h равностороннего треугольника со стороной а может рассматриваться как катет прямоугольного треугольника, гипотенуза которого а, а другой катет a/2. Таким образом имеем a=h+(a/2), или h=(3/4)a. Отсюда вытекает h=1/2 3a.

[image: image168.jpg]



Возможности применения теоремы Пифагора к вычислениям не ограничиваются планиметрией. На рисунке изображен куб, внутри которого проведена диагональ d, являющаяся одновременно гипотенузой прямоугольного треугольника, заштрихованного на рисунке. Катетами треугольника служат ребро куба и диагональ квадрата, лежащего в основании (как указывалось ранее, длина диагонали равна [image: image70.png]


а). Отсюда имеем [image: image72.png]d> =a® + (2a)%,d* = 3a%,d
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А также теорема содержит богатейшую историческую и художественную ценность.
Художник Ф.А.Бронников(1827-1902) нарисовал картину «Гимн пифагорейцев восходящему солнцу». Картина передает пафос преклонения учеников легендарной школы перед единой гармонией, царящей в мироздании, музыке и числе.

[image: image170.png]


В Греции была выпущена почтовая марка по случаю переименования остова Самос в остров Пифагорейон. На марке надпись: «Теорема Пифагора. Эллас. 350 драхм». Эта красивая марка – почти единственная среди многих тысяч существующих, на которой изображен математический факт.
2.5. Применение теоремы.
Самое ценное в математике – это 
возможность быстрого приложения 
теории к практике.
Они называются пифагоровыми числами. Согласно теореме Пифагора, такие числа могут служить длинами сторон некоторого прямоугольного треугольника: поэтому а и b называют «катетами», а с - «гипотенузой». Ясно, «что если а, b, с есть тройка пифагоровых чисел, то и ра, рb, рс, где р - целочисленный множитель, — пифагоровы числа. Обратно, если пифагоровы числа имеют общий мно​житель, то на этот общий множитель можно их все сокра​тить, и снова получается тройка пифагоровых чисел. По​этому будем вначале исследовать лишь тройки взаимно простых пифагоровых чисел (остальные получаются из них умножением на целочисленный множитель).
Покажем, что в каждой из таких троек а, b, с один из «катетов» должен быть четным, а другой нечетным. Ста​нем рассуждать «от противного». Если оба «катета» а и b четны, то чётным будет число а2 + b2, а значит, и «гипоте​нуза». Это, однако, противоречит тому, что числа а, b, с не имеют общих множителей, так как три четных числа имеют общий множитель 2. Таким образом, хоть один из «катетов» а, b нечетен.
Остается еще одна возможность: оба «катета» нечет​ные, а «гипотенуза» четная. Нетрудно доказать, что этого не может быть. В самом деле: если «катеты» имеют вид 2х + 1 и 2у + 1, то сумма их квадратов равна
4х2 + 4х+ 1 + 4у2 + 4у + 1 = 4(х2 + х + у2 + у) + 2,
т. е. представляет собой число, которое при делении на 4 дает в остатке 2. Между тем, квадрат всякого четного чис​ла должен делиться на 4 без остатка. Значит, сумма квад​ратов двух нечетных чисел не может быть квадратом четного числа, иначе говоря, наши три числа - не пифагоро​вы.
Итак, из «катетов» а, b один четный, а другой нечетный. Поэтому число а2 + [image: image74.png]bh?



 нечетно, а значит, нечетна и «гипотенуза» с.
Тройки  пифагоровых чисел.
	a
	3
	5
	7
	9
	11
	13
	15
	17
	19

	b
	4
	12
	24
	40
	60
	84
	112
	144
	180

	c
	5
	13
	25
	41
	61
	85
	113
	145
	181


 
	a
	21
	23
	25
	27
	29
	31
	33
	35
	37

	b
	220
	264
	312
	364
	420
	480
	544
	612
	684

	c
	221
	265
	313
	365
	421
	481
	545
	613
	685

	 a
	39
	41
	43
	45
	47
	49
	51
	53
	55

	b
	760
	840
	924
	1012
	1104
	1200
	1300
	1404
	1512

	c
	761
	841
	925
	1013
	1105
	1201
	1301
	1405
	1513


 
	a
	57
	59
	61
	63
	65
	67
	69
	71
	73

	b
	1624
	1740
	1860
	1984
	2112
	2244
	2380
	2520
	2664

	c
	1625
	1741
	1861
	1985
	2113
	2245
	2381
	2521
	2665


 
	a
	75
	77
	79
	81
	83
	85
	87
	89
	91

	b
	2812
	2964
	3120
	3280
	3444
	3612
	3784
	3960
	4140

	c
	2813
	2965
	3121
	3281
	3445
	3613
	3785
	3961
	4141


 
А всегда ли пифагорейские числа выражаются целым числом? 

Если  a, b, c – пифагорейская тройка, то а [image: image76.png]


 ; [image: image78.png]


 c [image: image80.png]


 – пифагорейская тройка.

То есть должно выполняться равенство:   [image: image82.png](a )“r(b D=
(€2



.

Проверим это. Запишем это равенство несколько иначе:

[image: image83.png]Yo+ = et &y
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a2 + 2[image: image85.png]


 +[image: image87.png]


 +b2 + 2[image: image89.png]


 + [image: image91.png]


 = c2+2[image: image93.png]


 + [image: image95.png]



a2 (1+ [image: image97.png]


 +[image: image99.png]a



) + b2 (1+ [image: image101.png]


 +[image: image103.png]a



) = c2  (1+ [image: image105.png]


 +[image: image107.png]a



)

Разделим обе части  равенства на выражение:

(1+ [image: image109.png]


 +[image: image111.png]a



) [image: image113.png]


0

Получим: a2 + b2 = c2  . Последнее равенство верно, так как  a, b, c – пифагорейская тройка по условию. Следовательно, а [image: image115.png]


 ; [image: image117.png]


 c [image: image119.png]


 – пифагорейская тройка. Что и требовалось доказать.

Примечание. Для геометрических задач должно быть q>0.
Тройки пифагоровых чисел, выраженные  дробными числами.
	a
	3,15
	6,25
	9,9
	4,29
	9,6

	b
	4,2
	15
	44
	8,8
	18

	c
	5,25
	16,25
	45,1
	9,79
	20,4


	a
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	c
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Пифагоровы числа обладают рядом интересных особенностей:

1. Один из «катетов» должен быть кратным трем.

2. Один из «катетов» должен быть кратным четырем.

3. Одно из пифагоровых чисел должно быть кратно пяти.

За 1500 лет до Пифагора древние египтяне знали о том, что треугольник со сторонами 3, 4 и 5 является прямоугольным, и пользовались этим свойством для построения прямых углов при планировке земельных участков и сооружений зданий.

И поныне строители и плотники, закладывая фундамент здания, изготовляя его детали, вычерчивают этот треугольник, чтобы получить прямой угол. 
3. Заключение.
В ходе исследования я познакомилась с теоремой Пифагора и её различными доказательствами, в особенности с доказательствами методом разрезания,  узнала, что математический факт, выраженный этой теоремой  появился задолго до самого Пифагора, и использовался на практике в разных странах в разные исторические периоды. Это доказывает, что открытие теоремы, устанавливающей зависимость между гипотенузой и катетами прямоугольного треугольника, является неизбежным фактом. Сейчас теорему Пифагора знают практически все, кто когда-либо изучал планиметрию. Считается, что если мы хотим дать знать внеземным цивилизациям о существовании разумной жизни на Земле, то следует посылать в космос изображение Пифагоровой фигуры. Так как если эту информацию смогут принять мыслящие существа,  то они без сложной дешифровки сигнала поймут, что на земле существует достаточно развитая цивилизация. 
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