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Введение 

Есть один удивительный, ни на что непохожий мир – мир математики.

Математика проистекает от начала числовых отношений и пропорций, которые воссоздаются творения головы и рук человеческих, преображая в удивительную симфонию идеальных форм и безукоризненных образов.

Практически все математические понятия, в том числе и периодические дроби, так или иначе, опираются на понятие числа, а конечный результат любой, как правило, выражается на языке чисел. 
Целью данной исследовательской работы показать многообразие подходов при решении математических задач, содержащих периодические дроби.
В соответствии с указанной целью, поставлены следующие   

задачи:
- рассмотреть разнообразие примеров и их решения по выбранной теме;

- оказать возможность различных подходов при работе с периодическими дробями;

- провести анализ подходов к решению нестандартных задач с периодическими дробями.

Актуальность данной работы в том, что на примере периодических дробей можно показать возможность применения различных способов решения нестандартных задач, которые часто используются в олимпиадных и конкурсных заданиях.
Новизна моей работы состоит в том, что она является модернизацией работы по решению задач нестандартного содержания. Она позволяет показать, сколько много интересного можно найти, если повнимательней рассмотреть, казалось бы, такую простую тему. 
Удивительные свойства периодических дробей

1. Загадки периодических дробей

Всякая обыкновенная дробь представляется периодической   десятичной дробью (конечную десятичную дробь считать периодической с периодом 0 или 9). Но вряд ли многие представляют, сколько неожиданностей заключает в себе эта периодическая дробь.   

Рассмотрим пример:

	1
7
	 = 0,142857142857...,

	1
12
	 = 0,083333333333...,

	1
13
	 = 0,076923076923...


Видно, что у числа 1/7 период начинается сразу после запятой и состоит из шести цифр 142857. Внимательное рассмотрение периода числа 1/7 позволяет заметить ещё одно обстоятельство. Именно, положим N = 142857 (период дроби 1/7) и будем последовательно умножать N на 2, 3, 4, ...:

	2N = 285714,      
	3N = 428571,

	4N = 571428,
	5N = 714285,

	6N = 857142,
	7N = 999999.


Увидим, что первые пять из этих чисел получаются из числа N «круговой перестановкой» цифр: сколько-то цифр из конца числа переезжает в начало.
Можно заметить ещё вот что. Если взять любое из выписанных выше шестизначных чисел, кроме числа 999 999, «разломить» его на два трёхзначных числа и вычислить сумму этих половинок, то получится 999; например, 142 + 857 = 999 и т.д. 

Как видно, с периодическими десятичными дробями связано немало загадок. Некоторые из этих загадок остаются не разгаданными по сей день, несмотря на многочисленные попытки, предпринимавшиеся на протяжении нескольких веков математиками из разных стран, как великими, так и более «скромными». Всё же кое-что об этом еще можно рассказать.

2. Хобби Иоганна Бернулли
[image: image3.jpg]


Оставим на время периоды и перенесёмся в Швейцарию конца XVIII века. Маститый математик Иоганн III Бернулли, представитель знаменитой математической семьи Бернулли, занимается, можно сказать, детской игрой!  Он разлагает на простые множители числа, записываемые одними единицами: 11 = 11, 111 = 3 · 37, 1111 = 11 · 101 и т.д. В 1773 году Бернулли помещает в трудах Берлинской академии таблицу простых делителей чисел, составленных из n единиц, — до n = 31 (см. рис. 1). 
Рисунок 1
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Несмотря на то, что ему не удалось найти делители для некоторых чисел этого вида (n = 11, 17, 29), а для трёх чисел (n = 20, 25, 27), разложение не доведено до простых множителей, несмотря на допущенные им ошибки (для n = 22, 24, 26), сегодня можно только преклоняться перед гигантским трудом по вычислению простых множителей этих огромных чисел. Свои сомнения в правильности разложения в отдельных случаях И. Бернулли отражает звёздочкой. 

В течение первых ста лет, прошедших со времени опубликования таблицы И. Бернулли, в неё не было внесено особой ясности. В 1879 году французский математик Эдуард Люка находит простые делители для n = 17 и признаёт, что цепочка из 19 единиц не поддаётся разложению. В 1895 году в Париже выходит его книга «Занимательная арифметика», содержащая приведённую ниже таблицу (см. рис. 2). 

Рисунок 2
	111 = 

	3 · 37


	1111 = 

	11 · 101


	11111 = 
	41 · 271


	111111 = 

	3 · 7 · 11 · 13 · 37


	1111111 = 

	239 · 4649


	11111111 = 

	11 · 73 · 101 · 137


	111111111 = 

	3² · 37 · 333667


	1111111111 = 

	11 · 41 · 271 · 9091


	11111111111 = 

	1121649 · 513239


	111111111111 = 

	3 · 7 · 11 · 13 · 37 · 101 · 9901


	1111111111111 = 

	53 · 79 · 265371653


	11111111111111 = 

	11 · 239 · 4649 · 909091


	111111111111111 = 

	3 · 31 · 37 · 41 · 271 · 2906161


	1111111111111111 = 

	11 · 17 · 73 · 101 · 137 · 5882353


	11111111111111111 = 

	2071723 · 5363222357


	111111111111111111 = 

	3² · 7 · 11 · 13 · 19 · 37 · 52579 · 333667



	


Угасший было интерес к числам, составленным из единиц, вновь возрос в последние годы, особенно в связи с развитием теории арифметических кодов, служащей основой для реализации методов помехоустойчивого кодирования в компьютерной технике
. Наши загадочные числа, спустя почти двести лет после опубликования первой таблицы их делителей, приобретают, наконец, собственное имя. В «Занимательной теории чисел» посвящена этим числам целая глава под названием «111...1111», вводит для них термин «repunit» (сокращение английского repeated unit — повторенная единица)
. Русского слова «репьюнит» ещё не найти в словарях, но оно уже появляется в рефератах к зарубежным статьям, приобретая силу нового международного термина. 

Математики продолжают штурмовать таблицу делителей репьюнитов, и к 1975 году n в таблице уже достигает 3 000
, однако в ней ещё достаточно много пробелов. (К настоящему времени часть этих пробелов ликвидирована и найдены делители репьюнитов до 162-го включительно). Отдельный интерес представляют простые репьюниты, поиск которых также продолжается. Уже доказано, что 19-й (1918 г.), 23-й (1929 г.), 317-й (1978 г.) и 1031-й (1985 г.) репьюниты простые. 

Меня, однако, репьюниты интересуют не сами по себе, а в связи с периодами десятичных дробей. Существование связи между теми и другими предвидел и Бернулли, который одновременно с уже упоминавшейся таблицей делителей репьюнитов опубликовал обзор известных к тому времени результатов о периодах десятичных дробей, включавший в себя пространную таблицу этих периодов (см. рис. 3). В действительности, эта связь, как я сейчас увидел, лежит на поверхности. 
Рисунок 3
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3. Как представить обыкновенные дроби десятичными?
Начну с трёх простых наблюдений.

Наблюдение 1. Предположим, что число 999...999, составленное из n девяток, делится на данное натуральное число m. Запишем частное от деления в виде n-значного числа:

	999...999

 m
	 = 
	a1a2a3...an


(где несколько первых цифр ai могут быть нулями). Тогда

	1

 m
	 = 0, a1a2a3...an a1a2a3...an ...


       Доказательство.

m · 0, a1a2a3...an a1a2a3...an ... = 0, 999...999 999...999 ... = 1.
         Наблюдение 2. Если число m не делится на 3, то делимость на m числа, составленного из n девяток, равносильна делимости на m числа, составленного из n единиц (т.е. репьюнита). 

Доказательство очевидно.

         Наблюдение 3. Если число m не делится на 2 и на 5, то найдётся репьюнит, делящийся на m. 

Доказательство. Будем последовательно находить остатки от деления на m чисел 1, 11, 111 и т.д. Последовательность этих остатков бесконечна, но в то же время для них имеется только m возможных значений (от О до m–1). Поэтому найдутся два разных репьюнита с одинаковыми остатками от деления на m («принцип Дирихле»!)
. Разность этих репьюнитов делится на m; в то же время она имеет вид 111...111 000...000, т.е. является произведением некоторого репьюнита на некоторую степень десятки 10k. Но число m взаимно просто с 10k; значит, последний репьюнит делится на m. 
a. Результаты наблюдений о длине периода простых чисел:
a) Длина периода дроби с простым знаменателем
Теорема. Если p есть простое число, отличное от 2 и 5, то длина периода дроби 1/p является делителем числа p–1. 

Доказательство. Согласно теореме , длина периода есть наименьшее число n такое, что число, составленное из n девяток делится на p. В то же время в силу малой теоремы Ферма
 число 10p–1 – 1, т.е. число, составленное из p–1 девяток, делится на p. Мы должны доказать, что p–1 делится на n. Если n = p–1, то доказывать нечего; предположим, что n < p–1. Числа, составленные из p–1 и n девяток, делятся на p; дополним второе из них нулями до (p–1)-значного числа и составим разность полученных чисел:

	– 
	999...999 999...999
999...999 000...000

	
	999...999


Это число составлено из p–1–n девяток, и оно тоже делится на p. Проделав ещё одно подобное вычитание, мы находим, что на p делится число, составленное из p–1–2n девяток, потом — из p–1–3n девяток и т.д. В конце концов мы придём к числу, в котором девяток меньше, чем n, и тут есть две возможности. Либо это число вообще будет нулём, но это как раз и значит, что p–1 делится на n. Либо в этом числе девяток будет больше 0, но меньше n; а это противоречит тому, что n — наименьшая возможная длина числа из девяток, которое делится на p. Теорема доказана. 
b) Случай непростого знаменателя
Упражнение. Если p1 и p2 взаимно просты между собой и с 10, то L(p1p2) есть наименьшее общее кратное чисел L(p1) и L(p2). 

Поскольку всякое натуральное число есть произведение степеней простых, которые между собой взаимно просты, последнее утверждение сводит задачу вычисления длины периода к случаю, когда знаменатель есть степень простого числа. А здесь снова нет ясности: например, L(3) = 1, L(9) = 1; L(7) = 6, L(49) = 42; и т.д. 
b) Эффект круговой перестановки
Шестизначный период дроби 1/7 при умножении на 2, 3, 4, 5, 6 подвергается круговой перестановке: сколько-то цифр из конца числа переезжает в начало. Несколько иначе ведёт себя при умножении на различные числа шестизначный период дроби 1/13; а именно, ... Впрочем, что именно с ним происходит, сейчас докажем теорему, более или менее объясняющую это явление. 

Теорема. Пусть N есть период дроби 1/m (записанный как число, возможно, начинающееся одним или несколькими нулями), где m взаимно просто с 10, и пусть l есть остаток от деления числа 10k на m. Тогда число lN получается из числа N перестановкой k цифр из начала числа в конец. 
Доказательство. Пусть M есть целая часть числа 10k/m, т.е. 10k = Mm + l. Умножим десятичную дробь 1/m на 10k; при этом запятая переедет на k позиций влево. Целая часть получившегося числа — это M. Отбросим целую часть. Получится число

	10k
	1 
 m
	 – M = 
	10k – Mm
 m
	 = 
	l 
 m
	. 


Это периодическая десятичная дробь, период которой получается из периода дроби 1/m круговой перестановкой цифр: k цифр переезжает из начала в конец; но в то же время это число в l раз больше числа 1/m, а значит, и его период в l раз больше периода числа 1/m, т.е. N. Теорема доказана. 

c) Интересные превращения периода дробей
Рассмотрим снова период дроби 1/7: N = 142857. Возведём его в квадрат (N2= 20 408 122 449), отделим последние шесть цифр и сложим с тем, что останется:

122449 + 20408 = 142857.

Получился снова наш период.
Заключение
Все рассмотренные мной случаи и подходы помогают решать нестандартные олимпиадные задачи. А также в будущем при решении более сложных задач на экзаменах в старших классах по предметам: физики, химии, информатики. Глубокое исследование отдельных тем математики помогает не только понять тему и активизировать интерес к предмету, но и позволяет, расширит свои знания в области математики. Моя работа может быть использована не только во внеклассной работе, но и на уроках математики, при подготовке к предметным олимпиадам и конкурсам.
                                        Используемая литература
1. Андреев А.А., Горелов Г.Н., Люлев А.И., Савин А.И. Принцип Дирихле. - Самара "Пифагор". - 1997г.

2. Бейлет А. Занимательная теория чисел - Нью-Йорк, - 1964 г.
3. Дадаев Ю. Г. Теория арифметических кодов - М • Радио и связь, -  1981.
4. Ейтс С. Репьюниты и десятичные периоды. Перев. с англ. М.: Мир, 1992.-254 с.

5. Сингх С.  Великая теорема Ферма. - М.: МЦНМО, 2000.

6. Удивительные приключения периодических дробей // Научно-популярный физико-математический журнал «Квант». - № 8. – 1989г. – С. 23-30 (В.Г. Столяров, Э.А. Кураев, З.К. Силогадзе, Г.А. Гальперин и А.В. Корлюков).






� Дадаев Ю. Г. Теория арифметических кодов - М • Радио и связь, 1981.


� Бейлет А. Занимательная теория чисел - Нью-Йорк, 1964 г.


� Ейтс С. Репьюниты и десятичные периоды. Перев. с англ. М.: Мир, 1992.-254 с.





� Андреев А.A., Савин А.Н., Саушкин М.Н. "Принцип Дирихле"


� Сингх С.  Великая теорема Ферма. - М.: � HYPERLINK "http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%A6%D0%9D%D0%9C%D0%9E" \o "МЦНМО" �МЦНМО�, 2000.





PAGE  
15

