Поверхность листа бумаги и не только…
I раздел
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Актуальность:

  Топология (от греч. topos — место и logos — слово, учение) — раздел геометрии, изучающий в самом общем виде явление непрерывности, в частности свойства пространства, которые остаются неизменными при непрерывных деформациях, например, связность, ориентируемость. В отличие от геометрии, в топологии не рассматриваются метрические свойства объектов (например, расстояние между парой точек). Например, с точки зрения топологии, кружка и бублик (полноторий) неотличимы. Топология встречается везде. И опыты, проведенные с одним из объектов топологии – листом Мебиуса, демонстрируют много интересных и неожиданных свойств.

  Флексагон – это одна из интересных головоломок из бумаги. Однако она широко не используется человеком. Приобретение головоломок 

( типа кубика Рубика…) требует материальных затрат, для изготовление же флегсагона необходимо только лист бумаги. Применение этой головоломки помогает для развития логического и пространственного мышления человека.

Цель исследования:

· изучение и поиск объектов топологии и головоломки из бумаги – флексагона;

· отыскать возможности применения их на практике

Задачи исследования:

· изучение истории создания объектов топологии и головоломок из бумаги;

· анализ существования некоторых топологических объектов и изготовление флексагона;

· возможности использования объектов топологии и флексагонов на практике

II раздел

Топология
Рассмотрим некоторые объекты топологии:
· Лист Мебиуса

· Бутылка Клейна
Лист Мебиуса
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Лист Мёбиуса (ле́нта Мёбиуса) — топологический объект, простейшая неориентируемая поверхность с краем, односторонняя при вложении в обычное трёхмерное евклидово пространство. Попасть из одной точки этой поверхности в любую другую можно, не пересекая края.  Лента Мёбиуса была открыта независимо немецкими математиками Августом Фердинандом Мёбиусом и Иоганном Бенедиктом Листингом в 1858 году. Модель ленты Мёбиуса может легко быть сделана. Для этого надо взять достаточно вытянутую бумажную полоску и соединить концы полоски, предварительно перевернув один из них. В евклидовом пространстве существуют два типа полос Мёбиуса в зависимости от направления закручивания: правые и левые (типологически они, однако, неразличимы).

Лист Мёбиуса иногда называют прародителем символа 
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, так как находясь на поверхности ленты Мёбиуса, можно было бы идти по ней вечно. Это не соответствует действительности, так как символ  использовался для обозначения бесконечности в течение двух столетий до открытия ленты Мёбиуса.
В евклидовом пространстве существуют два типа полос Мёбиуса в зависимости от направления закручивания: правые и левые.

Свойства
· Если разрезать ленту вдоль по линии, равноудалённой от краёв, вместо двух лент Мёбиуса получится одна длинная двухсторонняя (вдвое больше закрученная, чем лента Мёбиуса) лента, которую называют «афганская лента». Если теперь эту ленту разрезать вдоль посередине, получаются две ленты, намотанные друг на друга.

· Если разрезать ленту Мёбиуса, отступая от края приблизительно на треть её ширины, то получаются две ленты, одна — более тонкая лента Мёбиуса, другая — длинная лента с двумя полуоборотами (Афганская лента).

· Другие интересные комбинации лент могут быть получены из лент Мёбиуса с двумя или более полуоборотами в них. Например, если разрезать ленту с тремя полуоборотами, то получится лента, завитая в узел трилистника. Разрез ленты Мёбиуса с дополнительными оборотами даёт неожиданные фигуры, названные парадромными кольцами. 
Результаты нескольких перекручиваний

	Число оборотов
	Результат разрезания
	Свойства

	0
	2 кольца
	длина окружности кольца та же, но кольцо в 2 раза уже

	1
	1 кольцо
	кольцо перекручено на 2 полуоборота, длина его окружности в 2 раза больше, и кольцо уже исходного


  Какой формы бумажную полоску следует взять, чтобы склеить ленту Мебиуса?

  Ожидаемый ответ: полоса должна быть узкой и длиной, с возможно большим отношением длины к ширине. Из квадратного листа ленту Мебиуса не сделаешь. 

  Это верно, но с одной оговоркой, которую легко недооценить: ограничения на размер имеют значение лишь в том случаи, когда бумагу запрещается мять. Если же мять бумагу не запрещается, то лента Мебиуса можно склевать не только из квадрата, но из прямоугольника любых размеров – склеиваемые стороны могут быть даже во сколько угодно раз длиннее несклеиваемых.

  Сделать это можно так. Сложим прямоугольный лист в гармошку, перегнув его четное число раз. Затеем из этой гармошке, как из толстой бумажной полоски, склеим ленту Мебиуса. Лист бумаги, из которого склеена лента Мебиуса, оказался смятым.

  Предположим теперь, что бумажную полоску можно изгибать, но не мять. Ясно, чем длиннее полоска, тем легче склеить из нее ленту Мебиуса. Таким образом, существует такое число d, что из полоски длины больше d ленту Мебиуса склеить можно, а из полоски длины меньше d – нельзя.
Мы решили провести исследование, в котором установить  минимальную длину Листа Мебиуса. Возьмем длину листа Мебиуса за d.
	Номер исследования
	Значение d
	Результат

	1
	d=1
	-

	2
	d=1,5
	-

	3
	d=2
	+

	4
	d=1,6
	-

	5
	d=1,7
	-

	6
	d=1,8
	+

	7
	d=1,71
	-

	8
	d=1,72
	-

	9
	d=1,73
	+


Из этого исследования следует что:

1,5<d<1,8
Удивительно, но решение этой задачи до сих пор неизвестно
Лист Мебиуса та к же отметился в искусстве:
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Бутылка Клейна

  Разговор о бутылке Клейна хочется начать с отрывка из рассказа математика и писателя Мартина Гарднера «Остров пяти красок»:

  Затем профессор вывел меня на площадку позади хижины. Он махнул рукой на стальную конструкцию, которую я увидел, когда подходил к хижине. 

  Перед вами плод моих трудов за два года, - сказал Сляпенарский. – подлинная бутылка Клейна. 

  Я в изумлении покачал головой. 

  На верх странного сооружения вели две веревочные лестницы. Мы взобрались по ним и осторожно уселись на закругленный край. Из отверстия вырывался поток холодного воздуха. 

  Как вам известно, - заметил Сляпенарский, - горлышко настоящей бутылки Клейна открывается в четвертое измерение. Для нас это то же, что отверстие в листе бумаги для двумерных существ, обитающих на поверхности листа. 

  Профессор пояснил свою мысль более подробно. Нарисуйте на листке бумаги двумерную бутылку и представьте себе, что часть бутылки согнута под прямым углом в третье измерение. Вы сразу увидите, что содержимое бутылки может вылиться в наше пространство. Аналогичным образом трубообразная часть бутылки Клейна изогнута в четвертом измерении. Часть ее, проходящая в высшем измерении, хотя и замкнута в нашем пространстве, в действительности открыта в направлении четвертой координаты. Все, что попадает в бутылку в этом месте, может двигаться по бесчисленному множеству направлений в четырехмерном пространстве. 

  Я осторожно наклонился вперед и заглянул внутрь бутылки. Холодный ветер дунул мне в лицо. Все было затянуто каким-то серовато-зеленым туманом. 
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  Бутылка Клейна — это определённая неориентируемая поверхность (то есть двумерное многообразие). Бутылка Клейна впервые была описана в 1882 г. немецким математиком Ф. Клейном. Она тесно связана с лентой Мёбиуса и проективной плоскостью. Название, по-видимому, происходит от неправильного перевода немецкого слова Fläche (поверхность), которое в немецком языке близко по написанию к слову Flasche (бутылка).
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  Чтобы построить модель бутылки Клейна, необходимо взять бутылку с двумя отверстиями: в донышке и в стенке, вытянуть горлышко, изогнуть его вниз, и продев его через отверстие в стенке бутылки (для настоящей бутылки Клейна в четырёхмерном пространстве это отверстие не нужно, но без него нельзя обойтись в трёхмерном евклидовом пространстве), присоединить к отверстию на дне бутылки.

  В отличие от обыкновенного стакана у этого объекта нет «края», где бы поверхность резко заканчивалась. В отличие от воздушного шара можно пройти путь изнутри наружу не пересекая поверхность (то есть на самом деле у этого объекта нет «внутри» и нет «снаружи»).

Рассечения
· При рассечении бутылки Клейна получается лента Мёбиуса

· Если разрезать бутылку Клейна пополам вдоль её оси симметрии, то результатом будет лента Мёбиуса, изображенная справа (необходимо помнить, что изображенного пересечения на самом деле нет).

Бутылка Клейна в культуре
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Изредка встречается сувенир в виде стеклянной бутылки Клейна. Для изготовления такой бутылки нужен стеклодув высокой квалификации. В том месте, где бутылка пересекает сама себя, по технологическим причинам приходится оставлять отверстие.

· В сериале Футурама в серии «The Route of All Evil» на полке показано пиво Klein’s, которое разлито в бутылки Клейна. 
· В рассказе математика и писателя Мартина Гарднера «Остров пяти красок» в бутылке Клейна исчезает один из героев произведения.
III раздел

Флексагоны

  Флексагоны (англ. flex – складываться, гнуться) - это многоугольники, сложенные из полосок бумаги прямоугольной или более сложной, изогнутой формы, которые обладают удивительным свойством: при перегибании флексагонов их наружные поверхности прячутся внутрь, а ранее скрытые поверхности неожиданно выходят наружу. Если бы не одно случайное обстоятельство - различие в формате английских и американских блокнотов, - флексагоны, возможно, не были бы открыты и по сей день и многие выдающиеся математики лишились бы удовольствия изучать их замысловатую структуру.

  Это произошло в конце 1939 года. Как-то раз Артур Х. Стоун, двадцатитрехлетний аспирант из Англии, изучавший математику в Принстоне, обрезал листы американского блокнота, чтобы подогнать их под привычный формат. Желая немного развлечься, Стоун принялся складывать из отрезанных полосок бумаги различные фигуры. Одна из сделанных им фигур оказалась особенно интересной. Перегнув полоску бумаги в трех местах и соединив концы, он получил правильный шестиугольник. Взяв этот шестиугольник за два смежных треугольника, Стоун подогнул противоположный угол вниз так, что его вершина совпала с центром фигуры. При этом Стоун обратил внимание на то, что когда шестиугольник раскрывался словно бутон, видимой становилась совсем другая поверхность. Если бы обе стороны исходного шестиугольника были разного цвета, то после перегибания видимая поверхность изменила бы свою окраску. Так был открыт самый первый флексагон с тремя поверхностями. Поразмыслив над ним ночь, Стоун наутро убедился в правильности своих чисто умозрительных заключений: оказалось, можно построить и более сложный шестиугольник с шестью поверхностями вместо трех. При этом Стоуну удалось найти настолько интересную конфигурацию, что он решил показать свои бумажные модели друзьям по университету. Вскоре "флексагоны" в изобилии стали появляться на столе во время завтраков и обедов, когда вся компания собиралась вместе. Для проникновения в тайны "флексологии" был организован "Флексагонный комитет". Кроме Стоуна, в него вошли аспирант-математик Бриан Таккермен, аспирант-физик Ричард Фейнман и молодой преподаватель математики Джон У. Тьюки. 

  Постоянные модели были названы гексафлексагонами: "гекса" - из-за их шестиугольной формы (от греческого "гекс", что означает шесть), "флексагонами" - из-за их способности складываться (flex [англ.] - складываться, сгибаться, гнуться). Первый построенный Стоуном флексагон был назван тригексафлексагоном, так как у него были три поверхности. 

1. Тригексафлексагон складывают из полоски бумаги, предварительно размеченной на 10 равносторонних треугольников.
2. Вторая не менее изящная модель Стоуна получила название гексагексафлексагона (первое "гекса" - шесть - также означает число поверхностей этой модели).
3. В тесном родстве с гексафлексагонами находится множество игрушек, имеющих форму четырехугольника. Они известны под общим именем тетрафлексагонов. Простейший тетрафлексагон имеет три поверхности и поэтому называется тритетрафлексагоном. Более интересен гексатетрафлексагон, который можно сгибать вдоль двух взаимно перпендикулярных осей.
  Таккерман довольно быстро нашел простейший способ выявления всех поверхностей любого флексагона: держа флексагон за какой-нибудь угол, следует открывать фигуру до тех пор, пока она "открывается", а затем переходить к следующему углу. Этот метод, известный как "путь Таккермана", позволяет увидеть все шесть разворотов гексагексафлексагонов за один цикл из 12 перегибаний. Поверхности с цифрами 1, 2 и 3 будут появляться в три раза чаще, чем поверхности с цифрами 4, 5 и 6. Путь Таккермана удобно изображать в виде схемы, показанной на рисунке:

  Комитет обнаружил, что, удлиняя цепочку треугольников, можно делать флексагоны с 9, 12, 15 и даже большим числом поверхностей. Таккерман ухитрился даже изготовить действующую модель флексагона с 48 поверхностями! Он также обнаружил, что из зигзагообразной полоски бумаги (то есть из полоски с зубчатым, а не прямым краем) можно сложить тетрагексафлексагон (с четырьмя поверхностями) и пентагексафлексагон (с пятью поверхностями). Существует три различных гексагексафлексагона: первый складывают из прямой полоски бумаги, второй - из полоски, предварительно сложенной в виде шестиугольника, и третий - из полоски, форма которой напоминает лист клевера. Разновидностей декагексафлексагона (с десятью поверхностями) намного больше - их 82. Заготовки для всех 82 типов декагексафлексагонов имеют вид бумажных полос, сложенных самым причудливым образом. В принципе можно построить флексагон с любым числом поверхностей, но если поверхностей больше 10, то число разновидностей флексагонов катастрофически возрастает. Кстати, все флексагоны с четным числом поверхностей делаются из двусторонних полос, а флексагоны с нечетным числом поверхностей, подобно листу Мёбиуса, имеют одну сторону. Полная математическая теория флексагонов была разработана в 1940 году Тьюки и Фейнманом. Помимо всего прочего, теория указывает точный способ построения флексагона с любым числом сторон, причем именно той разновидности, которая требуется. В своем полном виде эта теория так и не была опубликована, хотя отдельные ее части впоследствии были открыты заново другими математиками.
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Как сделать тригексафлексагон
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Таким образом, изучив специальную литературу, Интернет- ресурсы, проанализировав свойства топологических объектов, флексагона, исследовав возможности построения ленты Мебиуса от ее длины, познакомив одноклассников на занятиях «клуба любителей математики» и учащихся 2-4 классов на занятиях по программе «Одаренные дети»  с объектами топологии,  можно сделать выводы:

· Топология является одним из самых увлекательных и интересных разделов геометрии. Топологические объекты демонстрируют много интересных и неожиданных свойств. Лист Мебиуса можно построить из листа бумаги с минимальной длиной 1,73 см.

· Математическая головоломка, сделанная из листа бумаги - флексагон развивает логическое и пространственное мышления человека.

· Наряду с другими разделами геометрии, хотелось бы, чтобы и топология  стала разделом геометрии, изучаемой в школе.

· Рекомендовать учащимся использовать эти объекты в качестве логических игр в повседневной жизни.
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Памятник листу Мебиуса.





Международный символ переработки представляет собой Лист Мёбиуса.





Тригексафлексагон складывают из полоски бумаги, предварительно размеченной на 10 равносторонних треугольников:








Полоску перегибают по линии ab и переворачивают:





Перегнув полоску еще раз по линии cd, расположим ее концы так, чтобы предпоследний треугольник оказался наложенным на первый:








Последний треугольник нужно подогнуть вниз и прикрепить к оборотной стороне первого треугольника: 




















