Фестиваль исследовательских и творческих работ учащихся

«Портфолио»

СЕКЦИЯ: МАТЕМАТИКА

Решение тригонометрических задач со сложным аргументом.

Автор: 

Забелин Глеб

МБОУ   «Гимназия №48»

11 «Б» класс

Научный руководитель

Харченко Тамара Леонидовна

учитель математики

МБОУ   «Гимназия №48»

г. Норильск – 2011 г.

Оглавление

стр

Введение………………………………………………………………………………………….. 2

§ 1. Решение тригонометрических уравнений со сложным аргументом…………………….. 2
§ 2. Решение тригонометрических неравенств со сложным аргументом ...............................13
Заключение……………………………………………………………….…………………..….14
Список используемой литературы ………………………………………………………...…..15
Задачи для самостоятельного решения…………………………………………………...……16

Введение
Курс школьной математики предусматривает изучение различных способов решения тригонометрических уравнений и неравенств. Однако на вступительных экзаменах в ВУЗы всё чаще встречаются уравнения и неравенства, методы, решения которых выходят за рамки школьного учебника математики. Поэтому, объектом нашего исследования стали тригонометрические уравнения, неравенства и функции со сложной функциональной зависимостью, когда под знаком тригонометрической функции находится какая-либо другая функция. Данные уравнения требуют дополнительного исследования множества решений. Это и закрепление и прекрасная демонстрация их применения на практике, и подготовка  к ЕГЭ и вступительным экзаменам в вуз.

Исходя из этого, предметом нашего исследования стали решения  уравнений и неравенств, у которых аргументом является  сложная функция от х. В основу которых положено применение всех основных тригонометрических тождеств зависимости синуса и косинуса, тангенса и котангенса, также введение новых переменных.
Цель нашей  работы – показать решения тригонометрических задач, в  которых под знаком тригонометрической функции находится – сложная функция (и даже тригонометрическая) от х. 
Эти задачи отсутствуют в школьных учебниках по алгебре и началам анализа. Они редко встречаются и в пособиях для поступающих в высшие учебные заведения. Однако их можно встретить на вступительных экзаменах. Заметим, что предлагаемый набор упражнений можно использовать как на уроках, так и на  курсах по выбору.
Методы исследования:

· поиск и отбор материала; 

· группировка и систематизация материала;

· анализ материала по исследованию работы;

· практическое применение полученных в результате анализа данных.

Решение тригонометрических задач со сложным аргументом можно считать деятельностью близкой по своему характеру к исследовательской. Это обусловлено тем, что выбор решения, запись ответа, предполагают определенный уровень сформированности умений наблюдать, сравнивать, анализировать, выдвигать гипотезу и проверять полученные результаты. Здесь кроме использования определенных алгоритмов решения задач, приходится обдумывать, следить за тем, чтобы не пропустить какие-либо тонкости.

     Наш интерес к этой теме вызван не случайно. В школьной программе решения тригонометрических задач, аргументом которых является сложная функция, не затрагивается. Формирование некоторых навыков в решении такого рода задач затрагивается, но недостаточно, для формирования умения решать такие задачи.
     В своей работе мы показали  решения различных задач. Упор в работе сделан на аналитические способы решения уравнений и неравенств, но при исследовании функций рассматриваются и построения графиков функций со сложным аргументом.
Надеемся, что материал, предложенный в этой работе, будет интересен старшеклассникам, абитуриентам (и поможет при поступлении в ВУЗ), а также учителям и учащимся в классах с профильным изучением математики, а так же на курсах по выбору.
§ 1. Решение тригонометрических уравнений со сложным аргументом

     Уравнения называются тригонометрическими, если переменная  находится только под знаком тригонометрической функции. Решение таких уравнений сводится к нахождению корней одного из простейших тригонометрических уравнений.

     Уравнение  
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     Уравнение  
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     Каждое из уравнений  
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Особого внимания заслуживают тригонометрические уравнения со сложной зависимостью, когда под знаком тригонометрической функции находится какая-либо другая функция. Эти уравнения требуют дополнительного исследования множества решений.

Пример 1.  Решите уравнение 
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Решение. Пусть 
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Итак, решим уравнение: 
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Ответ: 
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Пример 2.  Решите уравнение 
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Решение. Пусть 
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Далее решим уравнение: 
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Итак,  решим уравнение:  
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Ответ: 
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Пример 3.  Решите уравнение 
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Решение. Пусть 
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Итак,  уравнение: 
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Ответ: корней нет.
Пример 4.  Решите уравнение 
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Решение. Пусть 
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Итак, уравнение:  
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Ответ: корней нет.
Пример 5.  Решите уравнение 
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Решение. Пусть 
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Итак, решим уравнение: 
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Ответ: 
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Пример 6.  Решите уравнение 
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Решение. Пусть 
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Далее решим совокупность уравнений: 
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Итак, каждое уравнение совокупности: 
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 корней не имеет.

Ответ: корней нет.

Рассмотрев решения ряда тригонометрических уравнений, в которых под знаком тригонометрической функции находится функция, мы пришли к следующему: при решении таких задач рационально применять метод функциональной подстановки – самый, пожалуй, распространенный метод решения сложных задач математики. Суть метода состоит в введении новой переменной, применение которой приводит к более простому уравнению. 

Мы продолжили свое исследование, решая более сложные уравнения:
Пример 7.  Решить уравнение  
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Решение. Пусть 
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Решаем три уравнения:
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Ответ: 
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Пример 8.  Решить уравнение  
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Решение. Пусть 
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 Учитывая, что 
[image: image134.wmf]1

cos

1

£

£

-

x

, имеем: 
[image: image135.wmf]ê

ê

ê

ê

ë

é

£

+

-

£

-

£

+

-

£

-

;

1

3

4

9

5

1

,

1

3

4

9

1

1

k

n

 
[image: image136.wmf]ê

ê

ê

ê

ë

é

£

£

-

£

£

-

;

9

14

3

4

9

4

,

9

10

3

4

9

8

k

n

  
[image: image137.wmf]ê

ê

ê

ê

ë

é

£

£

-

£

£

-

;

6

7

3

1

,

6

5

3

2

k

n
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Пример 9. Решить уравнение  
[image: image144.wmf].

1

cos

x

сosx

=

 (СПбГУ)
Решение. Уравнение равносильно совокупности двух уравнений:

	
[image: image145.wmf]n

x

x

p

2

)

1

arccos(cos

+

=

,
[image: image146.wmf]Z

n

Î

;


[image: image147.wmf]n

x

x

p

2

1

+

=

;

[image: image148.wmf]0

1

2

2

=

-

×

-

x

n

x

p

;


[image: image149.wmf]1

2

2

2

,

1

+

±

=

n

n

x

p

p



[image: image150.wmf]0

1

2

2

³

+

k

p

 при 
[image: image151.wmf].

,

Z

n

R

n

Î

Î


	
[image: image152.wmf]k

x

x

p

2

)

1

arccos(cos

+

-

=

, 
[image: image153.wmf]Z

k

Î

;


[image: image154.wmf];

1

;

0

1

2

2

2

4

,

3

2

-

±

×

=

=

+

×

-

k

k

x

x

k

x

p

p

p



[image: image155.wmf]0

1

2

2

³

-

k

p

 при 
[image: image156.wmf].

,

0

Z

k

k

Î

¹




Ответ: 
[image: image157.wmf]1

2

2

2

,

1

+

±

=

n

n

x

p

p

, 
[image: image158.wmf]Z

n

Î

; 
[image: image159.wmf]1

2

2

4

,

3

-

±

×

=

k

k

x

p

p

, 
[image: image160.wmf].

,

0

Z

k

k

Î

¹


Пример 10. Решить уравнение  
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Решение. Преобразуем уравнение 
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Пример 11. Решить уравнение  
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Пример 12. Решить уравнение  
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Решение. Найдем решение уравнения 
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Пример 13. Решить уравнение 
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Решение. Применим формулу приведения, получим 
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Пример 14.  Решить уравнение 
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Пример 15. Решить уравнение 
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Пример 16. Решить уравнение 
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Решение. Преобразуем уравнение применяя формулы понижения степени: 
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Пример 17. Решить уравнение 
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Пример 18. Решить уравнение 
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Решение. Преобразуем уравнение 
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Пример 19.  Решить уравнение 
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Решение. Преобразуем уравнение
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Преобразуем сумму косинусов двух углов в произведение, получим  
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Пример 20. Решить уравнение  
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Решение. Заменим правую часть уравнения 
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Пример 21. Решить уравнение 
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Ответ: 
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Пример 22. Решить уравнение 
[image: image493.wmf]0

4

1

sin

2

2

=

+

-

p

p

x

х

x

. (СПБГТУ)
Решение. Решим данное уравнение  относительно х как уравнение второй степени, чтобы узнать имеет ли оно корни, найдем дискриминант 
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     Продолжая рассматривать решения тригонометрических уравнений со сложным аргументом различных типов, мы пришли к следующему:    
 1) Вывести  алгоритма решения уравнений со сложным аргументом невозможно, к каждому уравнению нужно подходить индивидуально, применяя метод функциональной подстановки, постепенно освобождаясь от скобок, упрощая уравнение.

2) Решение тригонометрических задач со сложным аргументом можно считать деятельностью близкой по своему характеру к исследовательской. Это обусловлено тем, что выбор решения, запись ответа, предполагают определенный уровень сформированности умений наблюдать, сравнивать, анализировать, выдвигать гипотезу и проверять полученные результаты.

3) Кроме использования определенных алгоритмов решения задач, приходится обдумывать, следить за тем, чтобы не пропустить какие-либо тонкости, применение тригонометрических тождеств, для упрощения уравнения.

§ 2. Решение тригонометрических неравенств со сложным аргументом
При решении неравенств используем метод интервалов, считая его наиболее простым в подобных ситуациях:
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Следовательно, данное неравенство решений не имеет.

Ответ: Решений нет.
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Пример 28. Решите неравенство 
[image: image681.wmf]2

1

sin

2

<

х

.

Решение. Рассмотрим функцию 
[image: image682.wmf](

)

=

x

f



 EMBED Equation.3  [image: image683.wmf]2

1

sin

2

-

х

, найдем нули функции 
[image: image684.wmf](

)

0

=

x

f

,  
[image: image685.wmf]0

2

1

sin

2

=

-

х

 при 
[image: image686.wmf](

)

k

х

k

×

+

-

±

=

p

p

6

1

, 
[image: image687.wmf],...

2

,

1

,

0

=

k

.  
[image: image688.wmf](

)

0

<

x

f

  при 

[image: image689.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

+

×

+

È

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

+

-

×

+

-

È

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

Î

n

n

n

n

x

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

2

6

13

;

2

6

5

2

6

5

;

2

6

13

6

;

6

, 
где 
[image: image690.wmf],...

2

,

1

,

0

=

n

.
Ответ: 
[image: image691.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

+

×

+

È

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

+

-

×

+

-

È

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

n

n

n

n

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

2

6

13

;

2

6

5

2

6

5

;

2

6

13

6

;

6

, 
[image: image692.wmf],...

2

,

1

,

0

=

n


[image: image693.wmf]
Заключение
  Как уже говорилось, алгоритма решения тригонометрических уравнений со сложным аргументом нет. Но в своей работе, рассматривая уравнения различных типов, мы показали некоторые способы решения подобных уравнений. 

 И таким образом в данной работе указаны основные направления, по которым следует идти при решении тригонометрических уравнений со сложным аргументом. Кроме того, при написании данной работы мы сформировали собственные навыки решения тригонометрических задач со сложным аргументом и, которые пригодятся нам при дальнейшем обучении, сейчас в школе, потом в вузе.
Мы рассмотрели в работе один из наиболее общих методов решения задач такого типа – метод функциональной подстановки, и решили с его помощью несколько задач, разных по сложности и рассмотрели несколько исследовательских задач с параметрами.
Решение тригонометрических задач можно считать первой ступенью к решению исследовательских научных проблем в математике и математическом моделировании.
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