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Введение

Рассматривая скульптуры, храмы, пирамиды, картины, слушая симфонии, сонаты, прелюдии, ноктюрны, читая поэмы и романы, мы с трудом найдём между ними общее. Но если будут найдены единые критерии прекрасного, если будет открыта формула красоты, объединяющая все предметы, то это не составит труда. И действительно, основой прекрасного всего существующего на Земле и во всей Вселенной является гармония. 

 Гармония упорядочивает всё в природе в определённых соотношениях – пропорциях, создавая красоту. Из многих пропорций, которыми пользовался человек при создании гармонических произведений, существует одна, единственная и неповторимая, обладающая уникальными свойствами. Эту пропорцию называют «золотой».

Занимаясь много лет в музыкальной школе, меня заинтересовала возможность интеграции математики и музыки, есть ли «золотая пропорция» в музыкальных произведениях. Начиная работать над данной проблемой, я изучила труды Сабанеева, Розенова и Мазеля, посвящённые теме: «Золотое сечение в музыкальных произведениях».

                                                     История музыки

  Развитие науки началось  ещё в древности, когда не было разделения на гуманитарные и естественные науки. Наука рассматривалась как одно целое. Например, древнегреческий учёный Пифагор и его последователи занимались изучением арифметики, геометрии, астрономии, музыки. Каждая дисциплина исследовала число в разных аспектах: математика – число само по себе, геометрия – число в пространстве, музыка – число во времени, а астрономия – число в пространстве и времени. И всё это учение называлось «математа», что значит науки. Пифагор считал число сущностью вещей. И именно числа, по его мнению, управляют гармониями в музыке. Таким образом, он утвердил музыку как точную науку. 

   Обычно имя Пифагора связывается с исследованиями в области арифметики и геометрии. Но музыканты знают, что именно Пифагор открыл математические отношения, которые лежат в основе музыкальных интервалов, и создал музыкальный строй, оказавший сильнейшее влияние на развитие европейской музыки. Строй этот так и назывался «пифагоров строй», и создавался он вначале в ходе опытов, а потом с помощью математических расчётов. Правда, строй этот оказался несовершенным. Современный, так называемый темперированный музыкальный строй существует с XVII века.

    Но учение пифагорейцев принимали не все. Например, Аристотель критиковал пифагорейцев. Он считал их представления о роли чисел неверными и всё учение слишком упрощённым. 

     Многие древнегреческие учёные наряду с изучением математики, астрономии, философии занимались изучением музыки: Клавдий Птолемей, Эратосфен, Архит. Другим представителем пифагорейского направления был античный учёный Никомах. Он также признавал числовые закономерности основой музыкальных созвучий. Однако он интерпретировал учение Пифагора в мистическом духе, называя число божественной основой музыки.  

     Мистика чисел, как традиция поздней античности, была очень распространена среди теоретиков и композиторов Средневековья. Например, единица была символом Бога, церкви и олицетворяла музыку в целом; число три выражало триединство Бога (очень часто музыкальные произведения состоят из трёх частей), число семь выражало связь музыки с вселенной и ему соответствуют семь тонов в музыке.

     Значительным музыкальным теоретиком средневековья является христианский теолог Аврелий Августин.  Он считал, что число есть основа красоты, которую мы воспринимаем посредством слуха и зрения. Ведь красота содержится во всем том, в чем мы открываем отношения подобия и равенства, т. е. пропорцию и симметрию. Но что более, чем числа, является условием равенства и подобия?  «А там, где равенство или подобие, — говорит Августин, — там наличие числа; ведь, конечно, нет ничего более равного и подобного, чем единица и единица». 

На этом основании Августин приходит к убеждению о числовой основе всякого искусства, в том числе и музыкального: «прекрасные вещи нравятся нам благодаря числу, в котором обнаруживается стремление к равенству». Эту числовую основу музыкального искусства Августин подробно разрабатывает в трактате «О музыке». Он классифицирует числа на пять типов: 

1) звучащие, находящиеся в самих звуках, независимо от того, слышат их или нет; 

2) числа, находящиеся в восприятии слушателя; 

3) числа движущиеся, воспроизводимые воображением тогда, когда нет ни реальных звуков, ни слухового ощущения; 

4) числа, хранимые памятью и тогда, когда мы о них не вспоминаем; 

5) числа судящие — тот эстетический критерий, которым мы бессознательно оцениваем все другие числа, называя их приятными или неприятными.

 Все эти пять типов чисел образуют основу музыкального искусства и музыкального восприятия. 

    До начала XVIII века музыка продолжала считаться наукой. 

    Иоганн Маттесон – представитель немецкого Просвещения считал, что математические отношения хоть и присутствуют в музыке, но не столь важны, что необязательно обладать основательными познаниями в математике, для того чтобы быть хорошим музыкантом и создавать музыкальные произведения. «Искусство чисел – лишь слуга красоты», математика не может быть душой музыки – таковы были его идеи. 

   Впоследствии проблема взаимоотношения математики и музыки уже не обсуждалась так остро и конкретно. Но если проанализировать историю музыки, можно сделать вывод о том, что музыка и математика то сближаются, то отдаляются друг от друга - периодически происходит смещение акцента на строгое математическое начало в создании музыки, которое впоследствии сменяется отказом от него. Например, полифония, в особенности полифония строгого стиля эпохи Возрождения, отличается математической выверенностью. Классическая музыка Моцарта, Гайдна также подчиняется строгим правилам, правда, уже не таким строгим, как в полифонии. А вот романтики стремятся к большей свободе в музыкальных средствах.

    А в музыке начала XX века происходит возврат к математическому композиторскому мышлению. Игорь Стравинский, хорошо знавший музыку мастеров эпохи Ренессанса, также находил много общего между математикой и музыкой. «Способ композиторского мышления – способ, которым я мыслю, мне кажется, не очень отличается от математического», «музыкальная форма математична хотя бы потому, что она идеальна» - эти слова Стравинского ярко выражают его убеждения. В серийной музыке представителей нововенской школы (Шёнберг, Веберн) отчётливо проявляется математическое начало. Современные композиторы С. Губайдулина, Э. Денисов, К. Штокхаузен использовали при написании музыки такие математические закономерности как ряд Эратосфена (простые числа), числа Фиббоначи (ряд чисел, каждое последующее является суммой двух предыдущих), арифметическую и геометрическую прогрессии.

    Но со временем многие композиторы отходят от такого прямого обращения к математике, которая в процессе сочинения музыкального произведения уходит на второй план. А. Шнитке так сказал об этом: «Я всё-таки писал музыку, которую слышу, а не ту, которую по серийным законам вырисовывалась и вычислялась на бумаге».

Пропорции звуков.  Совершенствование  звукоряда.

   Слушая музыку, мы попадаем в волшебный мир звуков. И не задумываемся о том, что мир звуков и пространство чисел издавна соседствуют друг с другом. Однако связь математики и музыки обусловлена как исторически, так и внутренне, несмотря на то, что математика - самая абстрактная из наук, а музыка - наиболее отвлеченный вид искусства.

   Главный вклад Пифагора в области теории музыки заключался в учении о пропорциях звуков. Для воплощения своего открытия Пифагор использовал монохорд - полуинструмент,  полуприбор. Он разделил линейку на 12 частей и натянул на неё струну. Укорачивая струну длиной в 12 делений до 6, 8, 9, т.е. в отношениях 2:1, 3:2 и 4:3, он получал тоны, которые были выше на одну октаву (2/1), квинту (3/2) или кварту (4/3). Эти самые числа 6, 8, 9, 12 встречаются почти у всех пифагорейских и неопифагорейских писателей по теории музыки. Все эти авторы определяют средние члены 9 и 8 как арифметическую и гармоническую средние между крайними членами 12 и 6. Числом 12 обозначали высший тон, а числом 6 – низший, т.е. не прямо, а обратно пропорционально длинам струн. Для пифагорейцев не так существенно было, обозначают ли эти числа длины струн, или их натяжения, или скорости. Самое важное было в том, что появлялись правильные отношения для гармонических интервалов.  Например: 12:9 = 8:6 для кварты и 12:8 = 9:6 для квинты. Отсчитывая последовательно квинты от исходного звука и перенося их в одну октаву, можно было получить числовое значение любого звука диатонической или хроматической гаммы.

Ниже изображено примерное соответствие этих чисел со звуками «современной музыкальной шкалы».
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 Четверка чисел 6, 8, 9, 12 образует одну из двух знаменитых тетрад, которые Делатт описывает как «совокупность четырех чисел, отношения между которыми определяют основные музыкальные интервалы».  Звуки в тетраде обозначались натуральными числами, а интервалы между звуками — упорядоченными парами натуральных чисел. Тетрада содержит в себе октавный интервал, затем — два интервала величиной в квинту (верхняя и нижняя квинты), далее — два интервала величиной в кварту (верхняя и нижняя кварты) и, наконец, — интервал между квартами (т. е. между «звуками» 9 и 8). Последний интервал не является консонансом, он представляет собой целый тон.

Таким образом, он обнаружил в диатонической последовательности тонов продвижение с некоторой естественной необходимостью от самого низкого звука к самому высокому. Отсюда же, из диатонического наклонения, он вывел хроматическое и энгармоническое наклонение. 

Диатоническое наклонение содержит следующие ступени и такое естественное продвижение: полутон, тон, еще тон, и это есть кварта (соединение двух тонов и полутона). Затем, с прибавлением другого тона, вставленного в середину, образуется квинта (соединение трех тонов и полутона). Затем после этого следуют полутон, тон и еще тон — другая кварта, то есть другое отношение (4:3). 

 Начиная с самого низкого звука, все четвертые друг от друга звуки образовывали созвучие через весь звукоряд в кварте, так как полутон при переходе занимал соответственно первое, среднее и третье места тетрахорда. Каждый пятый из звуков образует друг с другом созвучие и интервал в квинту, так как полутон в результате последовательного перехода занимает первое, второе, третье и четвертое места. Вот так открыл Пифагор теорию музыкального искусства и, подчинив ее определенным законам.

  Пифагор описал математически звучание натянутой струны.   Звук распространяется в воздухе волнообразно. Это значит, что с того момента, как зазвучали музыкальные инструменты, от них по всему залу расходятся звуковые волны. Колебания, передаваемые через воздух, заставляют вибрировать наши барабанные перепонки, в результате чего мы и улавливаем звук. Долгое время не было единого мнения о том, что определяет приятное для слуха звучание струны (в музыке это явление называют консонансом). Одни считали, что это зависит от натяжения струны, другие видели ответ в том, что длина струны - причина того или иного звучания, третьи определяли консонанс с помощью высоты тона. Ясность в этом вопросе наступила после математика и теоретика музыки Архита (IV в. до н.э.), который сущность высоты тона видел не в длине струны и не в силе натяжения, а в скорости ее движения, т.е. скорости ударения струны по частичкам воздуха.  Сегодня эта «скорость движения» носит название частоты колебания струны. Архит установил, что высота тона (или частота колебания струны) обратно пропорциональна ее длине. Он был последним из пифагорейского союза.   В основе их музыкальной системы были два закона, которые носят имена двух великих ученых - Пифагора и Архита. Вот эти законы:

1. Две звучащие струны определяют консонанс, если их длины относятся как целые числа, образующие треугольное число 10=1+2+3+4, т.е. как 1:2, 2:3, 3:4. Причём, чем меньше число n в отношении n/(n+1)   (n=1,2,3), тем созвучнее получающийся интервал.

2. Частота колебания w звучащей струны обратно пропорциональна её длине lw= [image: image2.png]—~R



, (а - коэффициент, характеризующий физические свойства струны).

  Архит впервые описал «большую терцию» как интервал в отношении 5:4, который, согласно его теории, входит в состав энгармонического тетрахорда.

  В теории музыки есть гаммы, интервалы, лады.

Гаммой, или звукорядом, называется последовательность звуков, расположенных от основного тона (звука) в восходящем или нисходящем порядке.

 Интервалом – расстояние между двумя тонами данного звукоряда, а интервальными коэффициентами двух тонов - отношение частоты колебаний верхнего тона к частоте нижнего:  w2 : w1.

  Некоторые интервальные коэффициенты и соответствующие им интервалы в средние века были названы совершенными консонансами и получили следующие названия:

октава ( w2 : w1 = 2 : 1, l1 : l2 = 1 : 2);
квинта ( w2 : w1 = 3 : 2, l1 : l2 = 2 : 3);
кварта ( w2 : w1 = 4 : 3, l1 : l2 = 3 : 4).

Тоника – основной наиболее устойчивый тон в гамме, с которого начинается данная музыкальная система.

Лад – приятная для слуха взаимосвязь музыкальных звуков, определяемая зависимостью неустойчивых звуков от устойчивых и имеющая определенный характер звучания.

Музыкальный строй – математическое выражение системы звуковысотных соотношений – лада.

   Основой музыкальной шкалы-гаммы пифагорейцев был интервал  октава. Она является консонансом, повторяющим верхний звук. Для построения музыкальной гаммы пифагорейцам требовалось разделить октаву на красиво звучащие части. Так как они верили в совершенные пропорции, то связали устройство гаммы со средними величинами: арифметическим, геометрическим, гармоническим.

  Составим среднее арифметическое для тоники и ее октавного повторения. Т.к. w2 = 2w1, то w3 = (w1+w2) : 2=3w1 : 2 или w3:w2= 3:2. Среднее арифметическое частот колебаний w1 и w2 помогает найти ещё один совершенный консонанс - квинту. Длина струны l3 по второму закону Пифагора-Архита будет средним гармоническим длин струн l1 и l2 =1:2l1; l3 = 2l1l2 : (l1+l2) = 2:3  =>  l3:l2 = 2:3. Взяв далее среднее гармоническое частот основного тона w1 и октавы w2, получим w4 = 2w1w2 : (w1+w2) = 4w1 : 3  =>   w4 : w3 = 4:3. В результате находим ещё один совершенный консонанс - кварту.    Определим, как связаны длины струн найденных частот (l4 и  l1):

          l4 = ( l1 + l2 ) : 2 = ( l1 + l1 : 2 ) : 2 = ( 2 l1 + l1 ) : 2 : 2 = 3 l1 : 4    =>    l4 : l1 = 3 : 4.

  Это значит, что длины струн l1, l2 и l4 связаны между собой средним арифметическим.

   Итак, квинта является средним арифметическим частот основного тона w1 и октавы w2, а  частота колебаний кварты - средним гармоническим w1 и w2. И наоборот: длина струны квинты есть среднее гармоническое длин струн основного тона l1 и октавы l2, а длина струны кварты - среднее арифметическое l1 и l2. Это лишь незначительная часть тех прекрасных пропорций, которые были воплощены в пифагорейской музыкальной гамме. 

   У древних греков существовал и другой способ построения музыкальной гаммы, кроме описанного выше. Он был более простым и удобным и до сих пор применяется при настройке музыкальных инструментов. 

  Оказывается, гамму можно построить, пользуясь лишь совершенными консонансами - квинтой и октавой. Суть этого метода состоит в том, что от исходящего звука, например «до» (3/2)0 = 1, мы движемся по квартам вверх и вниз и полученные звуки собираем в одну октаву. И тогда получаем: (3/2)1= 3/2 - соль, (3/2)2:2 = 9/8 - ре, (3/2)3:2 =27/16 - ля,      ( 3/2)4:22 = 81/64 - ми, (3/2)5: 22 = 243/128 - си, (3/2)-1:2 =4/3 - фа.  

	до (1)
	ре (9/8)
	ми (81/64)
	фа (4/3)
	соль (3/2)
	ля (27/16)
	си (243/128)

	1
	1,125
	1,266
	1,333
	1,5
	1,687
	1,898


  Располагая эти звуки по порядку, получаем пифагоров строй лидийской гаммы. Исходя из возможных построений звукоряда, были получены несколько названий тетрахорда - четырехступенного звукоряда в пределах кварты. Это были дорийский, фригийский и уже упомянутый лидийский строй музыкальной гаммы.

Последнее построение музыкальной гаммы обладает такой особенностью: двигаясь по квинтам вверх и вниз, не получится точного октавного повторения исходного звука. Лишь 12 квинт приближенно равны 7 октавам, а разделяющий их интервал называется пифагоровой коммой.  Пифагорова комма на протяжении столетий «резала ухо» музыкантам. Взяв отношение (3/2)12:27, можно найти численное значение пифагоровой коммы (1,0136).   

  В первой половине XVII в. И.Кеплер установил семь основных гармонических интервалов: 

	малая терция (6/5)
	большая терция (5/4)
	чистая кварта (4/3)
	чистая квинта (3/2)
	малая секста (8/5)
	большая секста (5/3)
	Октава (2/1)

	1,2
	1,25
	1,333
	1,5
	1,6
	1,667
	2


Более наглядное расположение интервалов представлено на данной диаграмме:
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   С помощью этих интервалов он выводит весь звукоряд как мажорного, так и минорного лада. После долгих поисков гармоничных отношений «на небе», проделав огромную вычислительную работу, И.Кеплер установил, что отношения экстремальных углов скоростей для некоторых планет близки к гармоническим: Марс - 3/2, Юпитер - 6/5, Сатурн - 5/4. «Солнце гармонии засияло во всем блеске. Небесное движение есть не что иное, как ни на миг не прекращающаяся музыка», - так думал ученый. Здесь Кеплера не оставляет буйная фантазия. Небольшие расхождения в расчётах и наблюдениях он объясняет тем, что небесный секстет должен звучать одинаково согласно и в мажоре, и в миноре, а для этого ему необходимо иметь возможность перестраивать свои инструменты.

   XVIII век открыл новые страницы в истории музыки. Около 1700 года немецкий органист А.Веркмайстер осуществил гениальное решение: отказался от совершенных и несовершенных консонансов пифагорейской гаммы. Сохранив октаву, он разделил её на 12 равных частей. Пифагорова комма исчезла. Новый музыкальный строй позволил выполнять транспонирование мелодии. С введением этого строя в музыке восторжествовала темперация (от латинского соразмерность). В чём же состояло математическое описание равномерно-темперированного строя? 

   Музыкальный тон, есть колебательный процесс с некоторой фиксированной частотой. Известно, что человеческое ухо способно воспринимать колебания частоты от 16 до     20000 гц. Эти частоты выбраны не случайно, ведь в основе устройства музыкальной гаммы лежат определенные закономерности. Шкала полностью определяется, если известно число её ступеней между частотой w и частотой 2w. Для построения гаммы гораздо удобнее пользоваться, оказывается, логарифмами соответствующих частот:                   log 2w0, log 2w1... log 2wm.. Октава (w0, 2w0) при этом перейдет в промежуток от log 2w0 до log 2w0 = log 2w0+1, т.е. в промежуток длиной 1. Геометрическая прогрессия w0, w1,.., wm будет соответствовать арифметической log 2w0, log 2w1,…, log 2wm. Разность этой прогрессии равна. Таким образом, на оси логарифмов шкала будет состоять из точек А, А+1/m; А+2/m;...; А+1, где А - величина. Анализ многих традиционных примеров народной музыки показал, что чаще всего в ней встречаются интервалы, выражаемые с помощью отношений частот: 

	секунда  (9/8)
	терция  (5/4)
	 кварта  (4/3)
	квинта (3/2)
	секста (5/3)
	септима (15/8)
	октава (2)

	1,125
	1,25
	1,333
	1,5
	1,667
	1,875
	 2


Диаграмма расположения интервалов:
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   Эти и другие выводы показали, что музыкальная шкала должна быть разделена на 12 частей. Отношение соседних частот равномерно-темперированного строя постоянно и равно. 

   История создания равномерной темперации ещё раз свидетельствует о том, как тесно переплетаются судьбы математики и музыки. Рождение нового музыкального строя не могло произойти без изобретения логарифмов и развития алгебры иррациональных величин. Без знания логарифмов провести расчёты равномерно-темперированного строя было бы невозможно. Логарифмы стали своеобразной «алгеброй гармонии», на которой выросла темперация.

    Инструменты, настроенные  А.Веркмайстером,  зазвучали  в  равномерно – темперированном строе. Преимущества нового строя были бесспорными. Строй носил замкнутый характер и состоял из интервалов, вполне приемлемых для музыкального слуха, как в мелодическом, так и в гармоническом отношении. В нём совершенно спокойно можно было осуществлять транспонирование. И.С.Бах доказал жизнеспособность новой музыкальной системы, написав «Хорошо темперированный клавир», состоящий из 12 мажорных и 12 минорных произведений. Авторитет великого композитора примирил споры математиков и музыкантов, выступавших «за» или «против» нового музыкального строя.

 Золотое сечение в музыкальных произведениях                                                                                                            

 «Музыка – посредник между духовной и чувственной жизнью»

Арним                                                                                                                                                                                                                                                                        

 « Музыка - искусство звука, ...звук - сама материя музыки... звук должен быть закутан в тишину, звук должен покоиться в тишине, как драгоценный камень в бархатной шкатулке»

                                                Генрих Нейгауз                                                                                                                                       

«Во всем царит гармонии закон, и в мире все суть ритм, аккорд и тон»

Джон Драйден

   Начиная с античного периода, выяснение законов «музыкальной гармонии» является одним из важных направлений научных исследований. Весь огромный звукоряд делится на три основные регистра: низкий, средний и высокий, и составляют его 88 звуков. Казалось бы, что их так немного. Но из этих 88 звуков созданы грандиозные симфонии, оратории, величайшие музыкальные творения.

 Небосвод Вселенной разделен тоже на 88 секторов, которые в свою очередь распределены между 12 уровнями - от низшего к высшему. Каждому уровню соответствует свой знак Зодиака. Таким образом, существует неразрывная связь космоса с музыкальной системой. И в ней отражаются извечные нерушимые законы мироздания. Пифагор писал о гармонии, музыке трех сфер - звезд (включая планеты), Луны и Солнца, которые соотносились с тремя музыкальными интервалами: квартой (3:4), квинтой (2:3) и октавой (1:2). Они-то и легли в основу настройки четырех струн орфеевой лиры до-фа-соль-до. Особенно пифагорейцы чтили число 10 - сумму первых натуральных чисел 1, 2, 3 и 4, которые графически представлялись с помощью точек магического (равнобедренного) треугольника – символа, на котором приносилась их клятва.

   Пифагору приписывают установление двух основных законов гармонии в музыке: 

1) если отношение частот колебаний двух звуков описывается малыми числами, то они дают гармоническое звучание;

 2) чтобы получить гармоническое трезвучие, нужно к аккорду из двух консонансных звуков добавить третий звук, частота колебаний которого находится в гармонической пропорциональной связи с двумя первыми.  

   Значение работ Пифагора по научному объяснению основ музыкальной гармонии трудно переоценить. Это была первая научно обоснованная теория музыкальной гармонии. Познав истинность и красоту своей музыкальной теории, Пифагор пытался распространить ее на космологию; по его представлениям и планеты Солнечной системы располагались в соответствии с музыкальной октавой (гармония сфер).                

  Первую попытку обнаружить проявление Золотое сечение в музыке  сделал в сер. 19 в. нем. учёный А. Цейзинг, который неоправданно объявил Золотое сечение всеобщей, универсальной пропорцией, проявляющейся как в искусстве, так и в мире природы. Цейзинг нашёл, что близкое к Золотому сечению соотношение обнаруживает мажорное трезвучие (интервал квинты как целое, большая терция как большая часть, малая терция - как меньшая часть). 

  Наиболее обширное исследование проявлений золотого сечения в музыке было предпринято Л.Л. Сабанеевым. Им было изучено две тысячи произведений различных композиторов. По его мнению, любое музыкальное произведение имеет временное протяжение и делится «эстетическими вехами» на отдельные части, которые обращают на себя внимание и облегчают восприятие целого. Все эти музыкальные вехи делят целое на части, как правило, по закону золотого сечения.   Этими вехами могут быть динамические и интонационные кульминационные пункты музыкального произведения. Это может быть также самый яркий момент или самый тихий, или самое плотное по фактуре место или самое звуковысотное.  В большой статье «Этюды Шопена в освещении золотого сечения» (1925г.) он показывает, что отдельные временные интервалы музыкального произведения, соединяемые «кульминационным событием», как правило, находятся в соотношении золотого сечения. Сабанеев пишет: «все такие события инстинктом автора приурочиваются к таким пунктам длины целого, что они собою делят временные протяжения на отдельные части, находящиеся в отношениях золотого сечения. Как показывают наблюдения, приурочение подобных эстетических вех к пунктам деления общего или частичного протяжения в золотом отношении выполняется нередко с огромной точностью, что тем более удивительно, что при отсутствии у поэтов и у авторов музыки всякого знания о подобных вещах, это все является исключительно следствием внутреннего чувства стройности».

   Анализ огромного числа музыкальных произведений позволил Сабанееву сделать вывод о том, что подавляющее большинство выдающихся сочинений можно легко разделить на части или по теме, или по интонационному строю, или по ладовому строю, которые находятся между собой в отношении золотого сечения. Причем, чем талантливее композитор, тем в большем количестве его произведений найдено золотых сечений.  Наиболее высокий процент совпадений отмечается у гениальных композиторов.

По наблюдениям Сабанеева, в музыкальных произведениях различных композиторов обычно констатируется не одно золотое сечение, сопряженное с происходящим возле него эстетическим событием, а целая серия подобных сечений. Каждое такое сечение отражает свое музыкальное событие, качественный скачок в развитии музыкальной темы. В 1925 году в изученных им 1770 сочинениях 42 композиторов наблюдалось 3275 золотых сечений; количество произведений, в которых наблюдалось хотя бы одно золотое сечение, составило 1338. Наибольшее количество произведений, в которых имеется золотое сечение, у Бетховена (97%), Гайдна (97%), Аренского (95%), Шопена (92%), Моцарта (91%), Шуберта (91%), Скрябина (90%).

   Наиболее детально были изучены Сабанеевым все 27 этюдов Шопена. В них обнаружено 154 золотых сечения; всего в трех этюдах золотое сечение отсутствовало. В некоторых случаях строение музыкального произведения сочетало в себе симметричность и золотое сечение одновременно; в этих случаях оно делилось на несколько симметричных частей, в каждой из которых появлялось золотое сечение. У Бетховена также сочинения делятся на две симметричные части, а внутри каждой из них наблюдается проявление золотого сечения.     

      Большое внимание исследованию законов музыкальной гармонии уделял известный русский искусствовед Э.К. Розенов. Он утверждал, что в музыкальных произведениях и поэзии существуют строгие пропорциональные отношения. 

   Э. Розенов считал, что золотое сечение должно играть в музыке выдающуюся роль как средство для приведения однородных явлений в соответствие, созданное самой природой. Золотое деление могло бы: 1) устанавливать в музыкальном произведении изящное, соразмерное отношение между целым и его частями; 2) являться специальным местом подготовленного ожидания, совмещаясь с кульминационными пунктами (силы, массы, движения звуков) и с разного рода выдающимися, с точки зрения автора, эффектами; 3) направлять внимание слушателя на те мысли музыкального произведения, которым автор придает наиболее важное значение, которые желает поставить в связь и соответствие между собой.  Итак, можно признать, что золотая пропорция является критерием композиции музыкального произведения, а также идеалом красоты в других произведениях искусства.                                                                                                                                                 Хотя тема золотого сечения недостаточно широко освещена и глубоко изучена, она требует дальнейшего осмысления, изучения, анализа и применения в различных областях нашей жизни.

 Розенов выбирает для анализа ряд типичных произведений выдающихся композиторов: Баха, Бетховена, Шопена, Вагнера. Например, исследуя Хроматическую фантазию и фугу Баха, за единицу меры во времени была принята длительность четверти. В этом произведении содержится 330 таких единиц меры. Золотое деление этого интервала приходится на 204-ю четверть от начала. Этот момент золотого сечения точно совпадает с ферматой (в нотной грамоте знак ферматы увеличивает длительность звука или паузы обычно в 1,5-2 раза), которая отделяет первую часть произведения (прелюдию) от второй. Поразительную соразмерность частей демонстрирует также фуга, следующая за фантазией. При взгляде на схему гармоничного анализа фуги "невольно приходишь в священный трепет перед гениальностью мастера, воплотившего силою художественной чуткости до такой степени точности сокровенные законы природного творчества".

   Э. Розеновым подробно были разобраны: финал сонаты cis-moll Бетховена, Fantasia-Impromtu Шопена, вступление к «Тристану и Изольде» Вагнера. Во всех этих произведениях золотое сечение встречается очень часто. Особое внимание автор обращает на фантазию Шопена, которая была создана экспромтом и не подлежала никакой правке, а значит и не было сознательного применения закона золотого сечения, которое присутствует в этом музыкальном произведении вплоть до мелких музыкальных образований. Итак, можно признать, что золотая пропорция является критерием гармонии композиции музыкального произведения.

   Но помимо установления самого факта наличия закона золотого сечения в музыкальных произведениях и его огромного эстетического значения в музыке математический анализ музыки позволяет сделать некоторые выводы о характерных особенностях творчества самих композиторов. Так, сравнивая проявление закона золотого сечения у Баха и Бетховена, Розенов пишет: «мы находим у Баха сравнительно более детальную и органическую сплоченность. Закон золотого деления проявляется у него с поразительной точностью в соотношениях крупных и мелких частей как в строгих, так и в свободных формах. У Бетховена проявление закона золотого сечения глубоко логично по отношению к размерам частей формы, но главным образом указывает на силу темперамента этого автора по точности совпадения всех моментов высшего напряжения чувств и разрешения подготовленного ожидания с моментами золотых сечений. У Шопена внутренняя формальная связь сравнительно слабее и проявляется не сплошь, а лишь местами. По силе темперамента он сходен с Бетховеном, но проявление это более внешне и касается чаще изящной нарядности изложения мысли, нежели его внутренней логики. У Моцарта темперамент проявляется сравнительно слабее, закон золотого сечения направлен у него особенно часто к подчеркиванию драматических элементов (психологических контактов, противопоставлений характеров) и трагических положений. У Глинки мы находим применение данного закона только лишь в широких масштабах при полном почти отсутствии мелочных соответствий, встречающихся так часто у Баха и Шопена».

   Музыковед Э.Розенов проанализировав наиболее популярные и любимые произведения гениальных композиторов И.С.Баха, В.А.Моцарта, Л.В.Бетховена, Ф.Шопена, Р.Вагнера, М.И.Глинки, а также произведения народного творчества древнего происхождения, заметил, что моменты наиболее ярко выраженного эмоционального напряжения приходятся именно на точки золотого сечения. Искусствоведы составили подробные схемы, в которых содержится геометрический анализ великой музыки. Наиболее удачным в этом отношении примером является Хроматическая фантазия и Фуга ре минор И.С.Баха. Слушая это замечательное произведение, не только восторгаешься красотой музыки, но и чувствуешь ее скрытую музыкальную гармонию. А математика открывает еще одну грань гениальности великого композитора.

   Позднее золотое сечение в музыке изучали В. Э. Ферман, Л. А. Мазель и др. Развивая и уточняя высказанные Розеновым положения, Мазель установил, что деление в отношении золотого сечения является признаком устойчивости, внутренней завершённости мелодии. Он показал, что в точке золотой пропорции музыкального периода может находиться мелодическая вершина не только всего периода, но и 2-го предложения, что точка эта может являться моментом, с которого 2-е предложение развивается иначе сравнительно с 1-м (эти проявления золотого сечения. могут совмещаться). В масштабах сонатного allegro и в трёхчастной форме, по Мазелю, точка золотого сечения в классической музыке обычно приходится на начало репризы (конец разработки), в музыке композиторов-романтиков - располагается в репризе, ближе к коде. Мазель ввёл понятие золотого сечения в курс анализа музыкальных произведений; постепенно оно прочно вошло в обиход отечественного музыкознания. 

   В композиции многих музыкальных произведений отмечается наличие некоторого «кульминационного взлета», высшей точки, причем такое построение характерно не только для произведения в целом, но и для его отдельных частей. Такая высшая точка крайне редко расположена в центре произведения или его композиционной части, обычно она смещена, асимметрична. Изучая восьмитактные мелодии Бетховена, Шопена, Скрябина,  Л.Мазель установил, что во многих из них вершина, или высшая точка, приходится на сильную долю шестого такта или на последнюю мелкую долю пятого такта, т.е. находится в точке золотого сечения.  И это придает художественную выразительность и эстетическую эмоциональность мелодии.

   По мнению Л.Мазеля, число подобных восьмитактов, где подъем мелодии занимает пять тактов, а последующий спуск – три, необычайно велико. Их можно без труда найти почти у каждого автора, сочинявшего музыку в гармоническом стиле. 

   Очевидно, такое расположение кульминационных моментов музыкальной мелодии является важным элементом ее гармонической композиции, придающим художественную выразительность и эстетическую эмоциональность мелодии.   

   Характерно, что в некоторых случаях авторы музыкальных произведений смещали их вершину от точки золотого сечения, что придавало мелодиям неустойчивый характер. Как считал Л.Мазель, это входило в намерения авторов, например, при сочинении скерцо, рондообразных финалов. 

Розенов -    Анализ Хроматической фантазии и фуги И. С. Баха  

  Хроматическая фантазия и фуга И. С. Баха объединены общей тональностью ре минор и контрастны по жанру и образу. Хроматическая фантазия с фугой ре минор - одно из величайших творений Баха, образец совершенства формы и содержания, «могущественнейшее клавесинное произведение». 

   Фантазия                                                                                                                                           Хроматическая фантазия написана в размере 4/4, имеет 79 тактов, т. е. 79• 4 = 316 четвертных долей.   Итак, «целое» а=316.  Фантазия состоит из двух ясно различимых по характеру частей, отделенных друг от друга паузой. Первая часть, прелюдия, заканчивается на арпеджированном доминантовом трезвучии с разрешением на 2-й четверти 49-го такта, на которой стоит знак ферматы (удлинение звука), и затем идет пауза. Таким образом, первая часть фактически заканчивается на 3-й четверти 49-го такта, т. е. на 195-й (48 • 4 + 3) четверти a1=195. На вторую часть приходится 121 четверть [image: image5.png]a—a; =316 — 195 = 121).




Вычисляя теоретическую длину первой части с помощью коэффициента золотого сечения, мы с поражающей точностью находим             [image: image6.png]a;

316-0,018

Y9, 3.




Итак, Хроматическая фантазия разделена на первую и вторую части в золотой пропорции: 

[image: image7.png]= 195 + 121 = 316.
ot = 170 195+ 121=316.




Но на этом чудеса гениального творения Баха только начинаются. Построив ряд золотого сечения при а=316, имеем 

                                                 [image: image8.png]316  195,3 120,77 74,6 46,1 28,5 17,6.




   На 124-й четверти находится кульминация первой части и стоит знак ферматы, а на 77-й четверти от начала второй части имеет место кульминация второй части. Таким образом, кульминация обоих частей с небольшой погрешностью, легко объяснимой растяжимостью темпов, делит эти части по закону золотого сечения. Далее, каждый из полученных четырех разделов Хроматической фантазии имеет характерные особенности, которые также с потрясающей точностью приходятся на точки золотого сечения этих разделов. Также Розенов нашел и более мелкие деления Хроматической фантазии в золотой пропорции. 
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Рис.1 Главные золотые сечения Хроматической фантазии И. С. Баха. Цифры обозначают число четвертей теоретического ряда золотого сечения (а = 316). Справа дано описание соответствующих характерных мест нотного текста фантазии.

   Хроматическая фантазия, произведение свободного по форме жанра, буквально соткано из золотых пропорций. Пожалуй, эстетическое впечатление от математического анализа Хроматической фантазии имеет не меньшую силу, чем прослушивание бессмертного творения Баха. А взятые вместе - чувственное впечатление и рациональный анализ, безусловно, позволяют еще на один шаг приблизиться к сокровенным тайникам гения.  

Фуга                                                                                                                                                       Перейдем к анализу фуги. Фуга (от лат. fuga - бег) является наиболее совершенной формой многоголосной музыки (полифонии). Фуга строится на многократных проведениях (повторениях) основной музыкальной темы в разных голосах. Проведения основной темы обычно перемежаются в фуге с промежуточными вставками, называемыми интермедиями. Таким образом, фуга в отличие от фантазии имеет четко определенный закон построения. Но тем не менее точность «математического» построения фуги ре минор просто поражает. 

   Фуга ре минор состоит из семи пар проведений и интермедий и двух самостоятельных проведений. Из семи пар проведение-интермедия пять пар строго подчиняются закону золотого сечения. Те же две пары проведение - интермедия, для которых закон золотого деления не выполнен, являются своеобразными центрами симметрии относительно обрамляющих их разделов фуги и с каждым из них находятся в золотой пропорции.     Чтобы выделить эти два центра симметрии, Бах специально допускает в их строении отклонения от золотого деления и делает эти две пары проведение-интермедия симметричными. 
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  Рис. 2: Строение фуги ре минор И. С. Баха. Целые числа указывают число четвертей в фуге, дробные - теоретическое значение золотых сечений. Золотые пропорции в более крупных частях фуги отмечены фигурными скобками, центры симметрии - кружками.                П - проведение, И - интермедия.                                                                                                                  На рисунке приведена схема строения фуги ре минор. Здесь же указано число четвертей в каждом разделе фуги (целые числа) и даны теоретические значения членов золотой пропорции (дробные числа). Как видим, все пять пар проведение-интермедия с изумительной точностью разделены в золотой пропорции (абсолютные ошибки колеблются в диапазоне от 0,05 до 0,15 четверти, относительные ошибки - от 0,02% до 0,7%). В более крупных разделах абсолютные ошибки, естественно, возрастают. Но и при делении самого большого раздела (91 четверть) эти ошибки не превышают 1,25 четверти. Не следует забывать, что мы имеем дело с художественным произведением. В фуге ре минор существуют также и более мелкие, и более крупные соотношения золотого сечения. 

   Простой математический анализ, не выходящий за рамки арифметики, позволяет совершенно иными глазами взглянуть на музыкальное произведение, увидеть его скрытую внутреннюю красоту, которую мы только ощущаем, слушая произведение, и которую мы «видим», проводя его математический анализ. 

   Анализируя «Хроматическую фантазию и фугу» И.С.Баха, ученый пришел к выводу, что «она, оказывается, сотворена по естественным законам природного формообразования, подобно человеческому организму, в котором совершенно также господствуют оба закона - закон золотого сечения и закон симметрии, с такими же мелкими художественными неточностями в индивидуальном строении живого тела, которыми оно отличается от мертвых форм отвлеченного или фабричного происхождения». Определяя зону золотого сечения, можно убедиться, что она не в начале, не в середине пьесы, а ближе к концу (кульминация произведения), то есть в третьей четверти целого. В мире, живом и неживом, все связано и все взаимообусловлено, все подчинено одним законам. Человек в своей разносторонней деятельности - в науке, технике, художественном творчестве - не может не подчиняться тем же законам. 

Практическая работа. Проявление золотого                                    сечения в музыкальных произведениях.

  Чтобы удостовериться в фактах вышеперечисленных музыковедов, я провела анализ музыкальных произведений И.С. Баха, Л.В. Бетховена, Й. Гайдна, А.С. Аренского различных по жанру.

 [image: image11.jpg]


 Трёхголосная инвенция №2 с-моll  И.С. Баха написана в размере 12/8, имеет 32 такта. Таким образом, мы получаем  32[image: image12.png]


12 = 384 восьмых долей.                                                                               Принимаем «целое» за  а = 384. Инвенция фактически состоит из двух частей (т.к. третью часть нельзя считать обособленной из-за малого размера), каждая из которых подразделена на два раздела.                                                                                                                            I часть соответствует экспозиции:                                                                                                       1) Раздел IА1 – главная партия – 7,5 тактов (заканчивается на 7-й доле 8-го такта).                     2) Раздел IА2 – побочная партия в G-dur – 9,5 тактов (с 6-й доли 9-го такта по 18-й такт).  Разделы соединены переходом в 1-й такт (с 8-й доли 8-го такта по 5-ю долю 9-го такта).           II часть представляет собой:                                                                                                                            1) Раздел IIА1 – разработка 9 тактов (с 19-го такта по 1-ю долю 28 такта).                                    2) Раздел IIА2 – частичная реприза (со 2-й доли 28-го такта по 32 такт). Реприза повторяет лишь раздел IА1, поэтому является неполной.                                                                                    Таким образом, I часть равна а1 = 240 (12[image: image13.png]


20, т.к. появляются два смысловых такта), а             II часть соответствует а2 = 144 (а2 = а – а1 = 384 – 240 = 144).                                                 Пользуясь теоретическими вычислениями с помощью коэффициента золотого сечения, мы получаем удивительное сходство:

                   а[image: image14.png]
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 = 384[image: image16.png]


0,618 = 237,3  [image: image17.png]


 240 долей    -  I часть

                  а[image: image18.png]
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 = 237,3[image: image20.png]


 0,618 = 146,7  [image: image21.png]


 144 долей    - II часть.

                                                    [image: image22.png]



  Разбивая произведение на составляющие, получаем ряд золотого сечения:                                  

                        384;     237,3;     146,7;       90,6;       56;      34,6;      21,4.
    На 91-ю долю приходится кульминация главной партии, а на 134 долю кульминация побочной партии и, наконец, на 85 долю от начала II части приходится кульминация                  II части  и на 52 доле последний экспрессивный момент инвенции.

  Для наглядного представления составим схему:
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  Всё произведение И.С. Баха буквально сделано из одних золотых пропорций. Именно это делает музыку великого композитора легко воспринимаемой и изящной любому слушателю. Так же огромное количество точки золотого сечения еще раз убеждает нас в гениальности его творений.

Двухголосная инвенция №2 c-moll И.С. Бах  написана в размере 4/4, количество тактов равняется 27,  следовательно 27[image: image24.png]


4 = 108 долей, что мы и принимаем за целое  а = 108.                                                                                                                                               Инвенция состоит из двух частей:                                                                                                 1) I-я часть  является главной партией и делится на несколько смысловых подтемок: А (2,25 такта), В (1,5 такта), объединённые С и D (3,75 такта)  и Е (2,25 такта).                           2) II-я часть делится на:                                                                                                           [image: image25.png]


побочную партию в тональности доминанты (G-dur) (10 тактов)                                                 [image: image26.png]


переход (2,25 такта)                                                                                                                           [image: image27.png]


неполную репризу (4,75 такта).    Таким образом I-я часть равна а1 = 67 (17[image: image28.png]


4 – 1), а II-я часть соответственно а2 = 41 (10[image: image29.png]


4 + 1, т.к. мысль кончается на первой доле II-й части). Но такое разделение частей прослеживается по ведущему голосу, переходящему от правой руки в I-й части в левую руку во II-й части.   Пользуясь коэффициентом золотого сечения, найдём теоретическую длину частей: 

                       а1 =  а[image: image30.png]
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 = 108 [image: image32.png]


0,618 = 66,7 [image: image33.png]


 67  - II-я часть

                 а2 = а1[image: image34.png]
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 =  66,7 [image: image36.png]


 0,618 = 41,2 [image: image37.png]


 41  - I-я часть
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Последующее дробление частей проходит в соответствии с рядом золотого сечения: 

                        108;         66,7;         41,2;         25,5;         15,7;         9,7;         6;         3,7.                                   

Первая и вторая части оканчиваются на 41 долю  и на 67 долю (от начала второй части, отделённой от первой двойной тактовой чертой) соответственно. Таким образом части инвенции в точности делятся по закону золотого сечения. Также каждая из них делится на несколько подтемок в соответствии с составленным рядом золотого сечения. 

Для наглядности обратимся к схеме: 
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 Пьеса  «Пять багателей» Л. Бетховен  написана в размере 3/4, имеет  20 тактов. Умножив количество долей в такте на их количество получим  3[image: image41.png]


20 = 60 четвертных долей.                                                                                                                                         Произведение состоит из двух частей. Каждая из них отчётливо отличается по характеру и интонациям. Обе части нормативны, чётко отделены репризой и состоят из:                          I-я часть  -  8 тактов                                                                                                                         II-я часть  -  12 тактов                                                                                                                      Однако, и первая, и вторая части заканчиваются логически на две доли раньше каждая, а эти образовавшиеся 4 пустые доли заменяются паузами. Таким образом, фактическое количество долей пьесы  равняется 60 – 4 = 56 долям. Т.е. за целое принимаем а = 56. Тогда I-я часть кончается на 22-й доле (7[image: image42.png]


3 + 1), а II-я часть на 34-й доле ( 56 – 22 = 34) от репризы.                                                                                                                                        Теперь, чтобы вычислить теоретическую длину большей (второй) части, воспользуемся  коэффициентом золотого сечения:

                                а1 =  а[image: image43.png]


[image: image44.png]


 =  56[image: image45.png]


0,618 = 34,6  [image: image46.png]


 34 доли

Мы видим снова поразительную точность между теоретической и фактической длиной пьесы. Также пьеса делится на две части в золотой пропорции:

                                           [image: image47.png]


                                                   Построим ряд золотого сечения от целого а = 56 :

                        56;         34,6;         21,2;         13,2;         8,2;         5;         3,2.

 На 21-й четверти находится кульминация первой части, а на 33 четверти от репризы расположена реприза второй части. Таким образом, мы видим, что кульминация обеих частей с небольшой погрешностью делит эти части по закону золотого сечения. Так же каждая часть делится на мотивы в соответствии с рядом золотого сечения. [image: image48.png]i1 wacmu
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                                                    Ещё раз мы убеждаемся, что золотому сечению подчиняются не только деление на крупные части, но и произведение написано в отношениях золотого сечения до самых мельчайших периодов и даже до мотивов.   

Заключение

  В результате проделанной работы мною были изучены золотое сечение и всевозможные пропорции. В процессе работы по теме передо мной, наконец, раскрылось истинное «лицо» пропорций, связь их с золотым сечением и значимость открытия последнего. Отходя от обыденного понятия пропорции, как, например, пропорции тела человека, которые фактически и есть золотые пропорции, т.е. гармоническое сочетание всех частей тела, математические пропорции мы проникаем в богатый необъятный мир искусства.  Золотое сечение показывает родство между казалось бы несовместимыми науками, естественными и формальными языками, соответственно между музыкой и архитектурой, живописью, математикой и литературой. Это не случайно. Несмотря на разнохарактерность языков (математика, архитектура – точность, строгость; музыка, поэзия – свобода воображения), все они стремятся к гармонии природы, к стройности, соразмерности и красоте.  Всё  живёт по законам природы, хотим мы этого или нет, но на самом деле всё давно уже создано и открытие золотого сечения (золотой пропорции) - это, всего лишь то новое, что узнал для себя человек, т.е. познал частичку природы, узнал её  секрет и стал к ней чуточку ближе. Однако благодаря этому золотое сечение во многом помогло науке, например, при открытии пояса астероидов между Марсом и Юпитером, изготовление многих деталей именно в золотой пропорции позволило привести конструкции в движение. И всё же есть одна область искусства, которая универсальна по своему распространению. И такой сферой является музыка. Именно она специализируется не на единстве пропорции и золотого сечения, проявляющихся в золотой пропорции, а в отдельности соответствует каждой из них. В определённых пропорциях соотносятся струны музыкальных инструментов, высота интервалов, отдельных тонов в музыкальном ряде (гамме). А само золотое сечение относится непосредственно к произведениям, творениям композиторов. Большинство из них в той или иной степени базируются (делятся) на ряде золотого сечения, полученного от целого (общего количества долей) с помощью коэффициента золотого сечения равного 0,618. При чём деление происходит не только на начальной стадии, т.е. деление произведения в соответствии с точками кульминаций или началом новой части, но даже доходит до периодов (в том числе нормативных и ненормативных) и элементарных подтемок, с законченностью мысли. И обратившись к практической работе, теория подтверждается реальными фактами.

  Таким образом, мы убеждаемся о действительном существовании и проявлении золотого сечения в музыке, а также использовании его в науке.
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