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І. Введение.

В прошлом учебном году   я в первый раз участвовала в районной олимпиаде по математике, в ходе подготовки к олимпиаде мне  встречались уравнения, которые решались необычными способами, на уроках мы такие способы не изучали. Оказалось, что эти уравнения составляют целый класс уравнений и называются диофантовыми. Я заинтересовалась этим и решила подробно изучить данный вопрос. В разных науках и областях человеческой деятельности возникают количественные соотношения и математика изучает их в виде свойств чисел. Математика рассматривает абстрактные переменные величины и в отвлеченном виде изучает различные законы и взаимосвязи, которые можно записать на математическом языке с помощью уравнений.

Проблема. Окружающий нас мир, потребности народного хозяйства, а зачастую, и повседневные хлопоты ставят перед человечеством все новые и новые задачи, решение которых не всегда очевидно. Порою тот или иной вопрос имеет множество вариантов ответов, из-за чего происходят затруднения решения поставленных задач, как выбрать правильный и оптимальный вариант, с этим  вопросом нас напрямую связывает решение неопределённых уравнений.
Предмет моего исследования - диофантовы уравнения.

Цель моего исследования: повысить теоретический уровень знаний по вопросу диофантовых уравнений, научиться решать их разными способами.

Задачи:

            - расширить свои знаний по математике;

            - выявить необходимость появления неопределенных уравнений;

            - рассмотреть некоторые методы решения неопределенных уравнений;

            - показать практическое применение неопределенных уравнений.

 Для решения поставленных задач мне обходимо рассмотреть следующие вопросы:
            - линейные уравнения;

            - однородные уравнения;

            - общие линейные уравнения;

            - неопределенные уравнения второй степени (не линейные).

В своей работе я использовала следующие методы исследования:

           -  изучение научно – популярной литературы; 

- анализ изученного;

- сравнение полученной информации;

- анализ при решении задач.

ІІ.  Основная часть. Диофант и его уравнения.

2.1. Эпоха Диофанта.

         Диофант жил в III в. О нем нам   известно очень мало. До наших времен дошла одна из эпиграмм Палатинской Антологии:

         Прах Диофанта гробница покоит: дивись ей – и камень

         Мудрым искусством его скажет усопшего век.

         Волей богов шестую часть жизни он прожил ребенком

         И половину шестой встретил с пушком на щеках.

         Только минула седьмая, с подругою он обручился.

         С нею пять лет проведя, сына дождался мудрец.

         Только полжизни отцовской возлюбленный сын его прожил.

         Отнят он был у отца ранней могилой своей.

         Дважды два года родитель оплакивал тяжкое горе.

         Тут и увидел предел жизни печальной своей.

Используя современные методы решения уравнений можно сосчитать, сколько лет прожил Диофант.

Пусть Диофант прожил x лет. Составим и решим уравнение:       [image: image1.wmf].
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Умножим уравнение на 84, чтобы избавиться от дробей:


[image: image112.wmf].
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Таким образом, Диофант прожил 84 года.

   Из сочинений Диофанта до наших дней дошло два: "О многоугольных числах" и "Арифметика". Однако сохранились они не полностью. «Арифметика» Диофанта – это сборник задач (всего 189), каждая из которых снабжена решением и необходимыми пояснениями. К сожалению, из 13 книг, составлявших «Арифметику», до нас дошли лишь первые 6. Диофантовые уравнения  имеют, как правило, много решений, поэтому  их называют неопределенными уравнениями.  Это, например уравнения [image: image3.png]3x+ 5y




  

 [image: image5.png]



[image: image6.png]3x?
+4y =
= 5z°




 Названы они по имени греческого математика Диофанта, жившего в III в. Его книга «Арифметика» содержала большое количество интересных задач,  её изучали математики всех поколений. Книга сохранилась до наших дней, её можно найти в русском переводе в библиотеке. 

Задачи поиска  целочисленных и рациональных решений обычно тесно связаны между собой. Легко сообразить, какая связь есть  между целочисленными решениями уравнения 
[image: image8.png]3x?
+4y =
= 5z°



   и рациональными решениями  уравнения   [image: image10.png]



К диофантовым уравнениям приводят задачи, по смыслу которых неизвестные значения величин могут быть только целыми числами. Решение уравнений в целых числах  - очень  увлекательная задача. С древнейших времен накопилось много способов решения конкретных диофантовых уравнений, однако только в нашем веке появились общие принципы  их исследования.  Правда, линейные диофантовые уравнения  и диофантовые уравнения 2-ой степени научились решать давно. Так,  легко  доказать, что по формулам   [image: image12.png]X=4+5t y=




  (где t-любое число) находятся все целостные решения уравнения   [image: image14.png]3x+ 5y




. Формулы для нахождения целостных сторон прямоугольного треугольника (т.е  для решения уравнения  [image: image16.png]=+



  ) были  известны еще  древним индийцам: [image: image18.png]x=2uv, y =1’ —v?, z=u’+v?



  (u и v – целые числа, u>v).  Решение диофантовых уравнений более высоких степеней, а также систем уравнений давались с большим трудом. Знаменитое уравнение П. Ферма, которое более трехсот лет назад написал на полях  «Арифметики» Диофанта     [image: image20.png]


  (n>2) не решено до сих пор. Даже при n=3 диофантовые  уравнения поддаются решению с большим трудом, причем ответы могут быть совершенно разными. Так, уравнения  [image: image22.png]3x?
+4y =
= 5z°



  совсем не имеет решения в целых числах, кроме нулевого.  Уравнение   [image: image24.png]


  имеет конечное число решений в целых числах, которые легко найти.  Уравнение  [image: image26.png]3x® +
4y* = 977



  имеет бесконечно много  целочисленных решений, однако написать для них формулы далеко не просто. Правда, оказалось,  что кубические уравнения стоят в некотором смысле особняком. В 20-е гг. нашего века английский математик Е.И . Морделл высказал гипотезу, что уравнение более высокой степени, чем    3, должно,  иметь, как  правило, конечное число целочисленных решений. Эта гипотеза была 1983г доказана голландским математиком   Г. Фалтингсом. Тем самым подтвердилось, что уравнение Ферма  [image: image28.png]


  при всяком     n   >   2   имеет   лишь    конечное  число решений в целых числах   ( без общих множителей).  Однако  пока нет способа найти эти решения. Долгое время надеялись    отыскать общий способ   решения   любого диофантова   уравнения. Однако в 1970г. ленинградский математик   Ю.В. Матиясевич    доказал, что такого   общего способа быть не может.

2.2. Линейные уравнения.

2.2.1. Однородные уравнения.

Прежде всего рассмотрим  уравнения вида  ax + by = 0, все члены которых являются одночленами первой степени.  Если  коэффициенты  a и b имеют общий  делитель  d, то обе части уравнения ax + by = 0  можно сократить на d. Поэтому, не нарушая общности, можно считать,  что числа a и b – взаимно простые. Рассмотрим, например, уравнение 80х + 126y = 0 (1). Разложим коэффициенты  a = 80 и b = 126 на простые множители: a = 24 • 5
 b = 2 • 32[image: image30.png]


 QUOTE  
 •7. Наибольший общий делитель чисел a = 80 и b = 126 равен 2,  и после сокращения на 2 мы получим уравнение 40х + 63у = 0, в котором коэффициенты  a = 40 = [image: image32.png]


 • 5, b = 63 = [image: image34.png]


 • 7 являются  взаимно простыми целыми числами. Разложение на простые множители коэффициентов уравнения, которое мы использовали для сокращения на наибольший общий делитель, можно использовать  и для завершения решения. Перепишем уравнения (1)  в виде:  [image: image36.png]


 • 5 • х = - [image: image38.png]


 • 7 • у. левая часть уравнения делиться на   [image: image40.png]


 • 5. Поэтому и правая часть, которая равна левой, должна делиться на и  [image: image42.png]


 • 5, а это возможно тогда и только тогда, когда  неизвестное у делиться на

 [image: image44.png]


 • 5: у =[image: image46.png]


 • 5 • u = 40u  (где u некоторое целое число). Аналогичные рассуждения и к правой части уравнения. Правая часть делиться на [image: image48.png]


 • 7. Поэтому и левая часть, которая равна правой, должна делиться на [image: image50.png]


 • 7, а это возможно тогда и только тогда, когда  неизвестная х делиться на [image: image52.png]


 • 7:   х = [image: image54.png]


 • 7 • v ( где v некоторое целое число).

Равенства и фактически вводят новые целочисленные неизвестные  u, v.  Вместо основных  неизвестных  х, у. Для новых неизвестных уравнение примет вид: u = -v. Множество решений этого уравнения состоит из бесконечного количества пар:

…,(-3;3), (-2; 2), (-1;1), (0;0), (1;-1), (2;-2), (3;-3),…

Иначе говоря, этому уравнению удовлетворяют все пары (u;у) вида(-n;n), где n - произвольное целое число, и только они. Переменная n € Z в этих формулах является своеобразным  «номером» решения. Возвращаясь к основным неизвестным х и у мы получим, что множество решений уравнения можно записать в виде: хn = 63n, yn = 40n, где n - произвольное целое число. Как ясно из приведенного решения, оно совершенно не привязано к точным значениям коэффициентов a и b. И не изменится, если вместо чисел  a = 40,  b = 63 рассмотреть произвольные взаимно простые числа. Таким образом, справедлива следующая теорема, которая дает полное решение диофантовых уравнений  вида  ax + by = 0
Теорема 1.Если числа a и b - взаимно простые, то уравнение ax + by = 0 имеет бесконечно много решений в целых числах, которые находятся  во взаимно однозначном соответствии с множеством  целых чисел Z ( то есть могут быть занумерованы целыми числами) и описываются  формулой. хn  =bn, yn = -аn, где n € Z-«номер» решения. 

2.2.2.  Общие линейные уравнения.

Неопределенные уравнения I степени ax + by =  c.

Уравнение вида  ax + by =  c  является одни из простейших неопределенных уравнений I-ой степени, но, не смотря на это,  решить такое уравнение весьма не просто. Можно выделить два метода решения неопределенных уравнений вида  ax + by =  c: метод перебора и метод «спуска». 

1.Метод перебора. Метод перебора включает в себя перебор чисел вместо переменных  х и у, с учетом, что уравнение при определенном подборе чисел обращается в верное равенство. Рассмотрим уравнение:   4,5х +  6у = 57.  Нужно найти все натуральные значения переменных х и у.
 Решение:  Помножим  обе части уравнения  на 2, чтобы избавиться от дробных чисел, получим:  9х + 12у = 114. Выразим  у  чрез  х:   
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 Далее воспользуемся методом перебора (учитывая, что х  и  у 
[image: image56.wmf]Î

 N):                                                                   

	х
	2
	10

	у
	8
	2


Таким образом, подставляя вместо  х  числа, удовлетворяющие равенству, получили некоторые значения  у  (причем  х  и   у  
[image: image57.wmf]Î

 N).                                   

2.Метод «спуска». Перебор вариантов при решении уравнения в целых числах часто оказывается весьма трудоемким. Поэтому рассмотрим еще один старинный прием – метод «спуска» (или метод рассеивания). Таким методом решения неопределенных (диофантовых) уравнений I-ой степени с целыми коэффициентами занимались еще в Древней Индии. Этим способом и в наше время решают такие уравнения. 
   Но всегда ли возможно решить уравнение вида ax + by = c в целых числах?  Можно рассмотреть три случая:

   1).  Если свободный член с неопределенного уравнения ax + by = c не делится на

 НОД (a, b), то уравнение не имеет целых корней.

  2).  Если коэффициенты  a, b являются взаимнопростыми числами, то уравнение имеет, по крайней мере, одно целое решение. 

  3).  Неопределенное уравнение ax + by = c, в котором a, b – взаимнопростые числа допускает бесконечное множество целых решений. Все эти решения задаются формулами:  x = λ + bt     y = β – at, где (λ, β) – некоторые решения уравнения, at  - принадлежит множеству целых чисел. 

 Рассмотрим уравнение:  19х – 8у = 13 (1). Требуется найти все целые решения уравнения.

 Решение:  Выражая  у – неизвестное с наименьшим по модулю коэффициентом через  х  получим:  
[image: image58.wmf]8
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 (2). Теперь нам нужно выяснить, при каких целых значениях х соответствующие  значения  у  также являются целыми числами. То есть, выделив целую часть, запишем уравнение (2) следующим образом:   
[image: image59.wmf]8
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 (3).   Из уравнения (3) следует, что  у  при целом значении  х  будет иметь целое значение только в том случае, если выражение 
[image: image60.wmf]8
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 также будет иметь целое значение, заменим это выражение на  z  (z 
[image: image61.wmf]Î

 
[image: image62.wmf]Z

).  Значит 
[image: image63.wmf]z
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 (4), сведем к решению уравнения (4) с двумя неизвестным    х  и  z, тогда его можно записать так:  3x – 8z = 13 (5).  Продолжая тем же способом, из уравнения (5) получим: 
[image: image64.wmf]3
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 (6). Получается, неизвестное  х  принимает целое значение при целом  z  тогда, когда 
[image: image65.wmf]3
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 будет принимать целое значение. Пусть это выражение равно  p  (p
[image: image66.wmf]Z
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  (7) или    
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 (8).  Далее: 
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 (9).

Аналогично (4) и (7) 
[image: image70.wmf]2
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 должно быть целым числом, подставим вместо этого выражения  q  (q 
[image: image71.wmf]Z
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), получаем: 
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 (10), преобразуем 
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 (11).

Из уравнения (11) получаем: 
[image: image74.wmf]13
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 (12).  Заметим, что при любых значениях 2q  p будет принимать целые значения.  Из равенств (3), (6), (9), (12) при помощи последовательных подстановок находим следующие выражения для неизвестных  х  и   у  уравнения (1):   
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.  Таким образом, формулы: 
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при  q  =  0,  
[image: image79.wmf],
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… дают все целые решения уравнения (1).

Далее приведены примеры таких решений:

	q
	-4
	-3
	-2
	-1
	0
	1
	2
	3
	4

	x
	7
	15
	23
	31
	39
	47
	55
	63
	71

	y
	15
	34
	53
	72
	91
	110
	129
	148
	167


Теорема 2. 

Если наибольший общий делитель d коэффициентов  a и b больше 1, а свободный член с не делиться на d, то уравнение  ax + by =  c   не имеет решений в целых числах.

Теорема 3 

Любое уравнение ax + by =  c, где НОД(a;b) =1. Имеет хотя бы одно решение в целых числах.

Теорема 4

Если числа  a и b – целые, то множество значений  функции f(x;y) = ах + bу от двух целочисленных аргументов х и у совпадает с множеством чисел, кратных d =НОД(a;b), то есть  с множеством [image: image84.png]


.

Теорема 5

Если числа  a и b – взаимно простые. То уравнение ax + by =  c имеет бесконечно много решений в целых числах, которые находятся во взаимном однозначном соответствии с множеством целых чисел Z ( то есть могут быть занумерованы целыми числами) и описываются формулой хn =  х0 + bn, yn = у0 – an, где n € Z - «номер» решения, а х0, у0 – частное решение ( которое существует в силу теоремы 3)
2.3. Неопределенные уравнения II-ой степени.

         Вот, например, еще одна частная задача на неопределенные уравнения – теперь уже второй степени, возникшая примерно за две тысячи лет до Диофанта в Древнем Египте. 

Если стороны треугольника пропорциональны числам 3, 4 и 5, то этот треугольник – прямоугольный. Этот факт использовали для построения на местности прямых углов. Поступали довольно просто. На веревке на равном расстоянии друг от друга завязывали узлы (Рис. 1) 
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В точке С, где надо было построить прямой угол, забивали колышек, веревку натягивали в направлении, нужном строителям, забивали колышек в точке В (СВ = 4) и натягивали веревку так, чтобы АС = 3 и АВ = 5. Треугольник с такими длинами сторон называют египетским. Мы, конечно, понимаем, что безошибочность такого построения следует из теоремы, обратной теореме Пифагора. Действительно,  32 + 42 = 52. Говоря иначе, числа 3, 4, 5 – корни уравнения  
[image: image86.wmf].
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 Сразу же возникает вопрос: нет ли у этого уравнения других целочисленных решений? Один из путей решения уравнения 
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2

2

z

y

x

=

+

 в целых числах оказался довольно простым. Запишем подряд квадраты натуральных чисел, отделив их друг от друга запятой. Под каждой запятой запишем разность между последовательными квадратами: 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121, 144, 169, 196 … .

  3,  5,  7,  9,  11,  13,  15,  17,  19,  21,  23,  25,  27 … .

А теперь внимание! Нет ли и в нижней строке квадратных чисел? Есть! Первое из них 9 = 32, над ним 16 = 42 и 25 = 52, знакомая нам тройка 3, 4, 5. Следующее квадратное число в нижней строке 25, ему соответствует 144 и 169, отсюда находим вторую известную нам тройку 5, 12, 13 и т. д. Отсюда мы имеем право сформулировать такую теорему:  Каждое нечетное число есть разность двух последовательных квадратов. Составлять такие строки – довольно скучное и трудоемкое занятие. По формулам находить такие тройки чисел и проще и быстрее. Проверим что если 
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 - нечетное число, то 
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.  Проверим также, что в этом случае равенство 
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выполняется, т. е. числа, найденные по такому правилу, всегда будут составлять решение интересующего нас неопределенного уравнения. Это уравнение будем называть «уравнением Пифагора», а его решения – «пифагоровыми тройками». По этому правилу можно получить уже известные нам тройки: если 
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 получилась первая пифагорова тройка;  если 
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 - вторая тройка и т. д.

IІI. Практическая часть.

3.1. Решение уравнений.

Задача 1 Найти год рождения тех людей, которым в 2010 году исполняется столько лет, какова сумма цифр года их рождения. 

a b c d – год рождения, a b c d- сумма цифр года рождения.

a b c d = 1000а + 100b + 10c + d 
2010 – (1000а + 100b + 10c + d) = 2010 – 1000а - 100b - 10c – d – столько лет

a + b + c + d = 2010 – 1000а - 100b - 10c – d

a + b + c + d + 1000а + 100b + 10c + d = 2010

2d + 1001a + 11c + 101b = 2010

1001 : 2 = 500 ( остаток 1)

2 (d + 500a) + a + 11c + 101b = 2010

d + 500a = d’

101 : 11 = 9 (1)

2d’ + a + 11(c + 9b) + b = 2010

c + 9b = c’

2d’ + a + 11c’ + b = 2010

1000а + 100b + 10c + d - четное число, т.к. должно нацело делиться на 2

Хотя бы 2 числа должны ровняться 0

а=2; b=0; c=1; d=0.  2010

a=1; b=9; c=10; d=0.   – такого быть не может.

Задача 2 Решить в целых числах уравнение 
4x - 6y + 11z = 7. 

Решение. Разделив с остатком -6 на 4, получим -6 = 4(-2) + 2. Представим исходное уравнение в виде                 4(x - 2y) + 2y + 11z = 7. 

После замены x1 = x - 2y это уравнение запишется следующим образом 

4 x1+ 2y + 11z = 7. 

Учитывая, что 11 = 2·5 + 1, преобразуем последнее уравнение: 

4 x1+ 2(y + 5z) + z = 7.

Положив y1  = y + 5z, получим 

4 x1+ 2y1+ z = 7. 

Это уравнение имеет следующее решение: x1, y1 - произвольные целые числа, 

z = 7 - 4 x1- 2y1. Следовательно y = y1 - 5z = 20 x1+ 11y  - 35,   x = x1 + 2y = 41 x1+ 22y1 - 70. 

Таким образом, решение исходного уравнения имеет вид 

	x = 41 x1´+ 22y1´ - 70

	y = 20 x1´+ 11y1 ´ - 35

	z = 7 - 4 x1´- 2y1 ´,


где x1,   y1 - произвольные целые числа. 

Задача 3. Решить в целых числах уравнение     x + y = xy. 

Решение 1. Запишем уравнение в виде  (x - 1)(y - 1) = 1. 

Произведение двух целых чисел может равняться 1 только в том случае, когда оба они равны 1. Т. е. исходное уравнение равносильно совокупности   
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	x - 1 = 1,

	
	
	y - 1 = 1,

	
	[image: image100.png]



	x - 1 = -1,

	
	
	y - 1 = -1,


с решениями (0,0) и (2,2). 

Решение 2 

х + у = ху

х – ху = -у;    х(1-у) = -у

х = [image: image102.png]



Ответ: (2;2), (0;0).

Задача 4. Решить в простых числах уравнение     x2 - 2y2 = 1.
(11)

Решение. Рассмотрим два случая в зависимости от четности переменной x. 

a) Пусть x - нечетное число. Подстановка x = 2t + 1 приводит исходное уравнение к виду 

(2t + 1)2 - 2y2 = 1,     или      2y2 = 4t(t + 1). 

Следовательно, 2 | y2. Так как y - простое число, то y = 2. Отсюда [image: image103.png]



b) Пусть x - четное число. Так как x - простое число, то x = 2. Следовательно, [image: image104.png]


т. е. уравнение неразрешимо в простых числах. 

Следовательно, уравнение (11) имеет в классе простых чисел единственное

         Задача 5: Дана однокомнатная квартира. Стоимость содержания жилья на 1 м2 составляет 14 р., стоимость теплоэнергии на 1 м2  равна 111 р., стоимость 1 м3  горячей воды на человека – 389 р, стоимость 1 м3  холодной воды на человека – 80 р,  стоимость захоронения твердых бытовых отходов на человека – 26 рублей, стоимость водоотведения на человека – 120 рублей. Требуется определить какую площадь имеет квартира и сколько человек в ней проживает, если известно, что в квартплате за месяц всего начислено 9586р. (Все данные в задаче взяты приближенно по расценкам в селе Холтосон).  

х – площадь квартиры.

у – количество жителей в квартире

14х + 111х + 389у + 80у + 26у + 120у = 9586

125х +  612у = 9586

х = [image: image106.png]9586 — 612y
s





9586 - 612у- должно делиться без остатка на 125, значит это число должно заканчиваться 5 или 0

Для того, чтобы число 9586 - 612у заканчивалось 5, надо, чтобы число 612у заканчивалось 1, а это не возможно. Из этого следует, что число 9586 - 612у может заканчиваться только 0,

чтоб так получилось  у = 3, или у =13. у < 15

у = 3


х = [image: image108.png]3586~ €123
s



= 62;     (62;3)

у =13

х = [image: image110.png]3586~ 612+13
s



 = 13,04       

х не должен быть десятичным

(13,04; 13)-решением не является

Решение (62;3). Ответ: площадь квартиры 62 кв. м.; в ней живут 3 человека.

ІV.  Заключительная часть.

Изучив теоретический материал, я узнала много нового: понятие диофантовых уравнений, способы их решений, их историю, какое значение имеют эти уравнения в явлениях окружающего нас мира.         

Диофантовы уравнения и их решения и по сей день остаются актуальной темой. Как мы убедились, с помощью неопределенных уравнений разрешаются проблемы, ставшие у нас на пути.

         Умение решать такие уравнения позволяет найти остроумные и сравнительно простые решения казалось бы «неразрешимых» задач, а в практической деятельности значительно сэкономить затраты средств и времени.

         Проведя данное исследование, я овладела новыми математическими навыками, рассматривая некоторые методы решения неопределенных уравнений. Решая уравнения, получала некоторые результаты, которые можно использовать как в ежедневной практической деятельности, так и при рассмотрении проблем окружающего нас мира. Изучая диофантовы уравнения, показала практическое им применение.

         Именно Диофант положил начало всему этому большому математическому разделу, в чем его огромнейшая заслуга.

Изучение данного вопроса расширило мое представление об уравнениях, способствовало  приобретению новых методов решения этих уравнений. Я думаю, что знания и умения, приобретенные мною в ходе изучения данной темы, пригодится мне в дальнейшем.
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