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Введение

Одно из основных понятий математики – понятие функции, системно изучается в курсе алгебры, начиная с 7 класса, рассматриваются  свойства функции и алгоритмы их нахождения.


Готовясь к ЕГЭ я пришла к выводу, что знаний полученных при решении задач школьного курса недостаточно для выполнений заданий на нахождение множество значения функции, предложенных  в контрольно-измерительных материалах. Задания предлагаемые в ЕГЭ предполагают либо исследование функции элементарными методом (без помощи производной), либо исследование функций неэлементарными методами (с нахождением области определения некоторой функции, множества ее значений, наибольшего (наименьшего) значения функции, четности (нечетности), нулей функции.

При изучении функции в школьном курсе математики большое внимание уделяется свойствам функции: вводятся их определения и алгоритм вычисления. При нахождении множества значения функции в основном используются графики функций, метод оценки или производная.  Этого не достаточного при решении задач повышенной сложности. В заданиях части С может требоваться решить уравнение или неравенство, при решении которых  также используются свойства функции, в том числе множество значений функций. Так, например, владение аналитическим методом требуется при нахождении области значений тригонометрических, логарифмических и сложных  функций.

Исходя из выше изложенного, при выполнении работы я поставила следующие цели и задачи:
- изучить методы решения задач на нахождение множества значений функции;
- систематизировать и обобщить методы решения задач на нахождение множества значений функции, предлагаемые на ЕГЭ и вступительных экзаменах;

- отработать применение полученных знаний при решении задач повышенной сложности.

В своей работе я рассматриваю решения задач каждого метода. 
Определение функции

Числовой функцией с областью определения D называется соответствие, при котором каждому числу a из множества X сопоставляется по некоторому правилу число b, зависящее от a.


С каждой функцией связано множество { f (x) }; x є X . Его называют областью значений        (или множеством значений) функции f и обозначают E (f).


Для некоторых функций область значений не ограничена, т.е. E (f) = R, где R – множество всех действительных чисел.


Примером таких функций служат
 -  линейная функция;

-   функция вида y = [image: image1.wmf]3

x

;
- функции вида  y = tg x   и  y = ctg x ;
- логарифмическая функция.
Мы заметили, что нечётные функции, заданные многочленом,  имеют неограниченную область значений, так как они монотонно возрастают или убывают на всей области определения, а их графики симметричны относительно начала координат.

Задача 1.Найти область значения функции    у = 
[image: image2.wmf]x
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Решение:

1) D (y) = R

2) y (-x) = -x[image: image3.wmf]7

 + x[image: image4.wmf]3

 – x = -(x[image: image5.wmf]7

– x[image: image6.wmf]3

 +x) = -y (x),  значит функция - нечётная, тогда 

   E (y) = R.


   Ответ: E (y) = R.

Нахождение множества значений отдельных ограниченных функций
В школьном курсе математики мы изучили и функции с ограниченной областью значений:
E[image: image7.wmf](
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E ([image: image8.wmf]x
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Е(sin x)=[ -1;1]

Е(cos x)=[ -1;1]

Е(arсsin x)= [-п/2 ; п/2 ]

Е(arсcos x)=[0; п ]

Е(arсtg)=(- п/2 ; п/2 )

Е(arсctg)= (0; п ).
 В части В предлагаются задачи на нахождение множества значений функций, при решении которых необходимо знать множества значений ограниченных функций, свойства неравенства и метод оценки.
Множество значение функций, содержащих модуль
При нахождении множества значений функций, содержащих модуль можно воспользоваться свойствами:
1.Если E (f) = [-a; a], то E 
[image: image9.wmf](
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f

 = [0; a].

Задача 2. Найти область значений функции  f (x) = 
[image: image10.wmf]x

sin


Решение.

-1 ≤ sin x ≤ 1, значит

0 ≤ /sin x/ ≤1.

Ответ: [0; 1].

  2. Если E (f) = [a; b], где а < 0,  b > 0 и /a/ < b ,то E (/f/) = [0; b] .

Задача  3. Найти область значения функции   f (x) =
[image: image11.wmf]5
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Решение:

-1 ≤ cos x ≤ 1,

-0,5 ≤ cos x + 0,5 ≤ 1,5,

0 ≤ /cos x + 0,5 /≤ 1,5.

Ответ: [0; 1,5].

3. Если E (f) = [a; b], где а < 0,  b > 0 и /a/ > b, то E (/f/) = [0; /a/] .

Задача 4. Найти область значения функции f (x) =
[image: image12.wmf]5
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Решение.


-1 ≤ sin x ≤ 1,

-1,5 ≤ sin x – 0,5 ≤ 0,5,

0 ≤ /sin x – 0,5/ ≤ 1,5.

Ответ: [0; 1,5 ].

4. Если E (f) = [a; b], где a, b < 0,  то E (/f/) = [/b/; /a/].

Задача 5. Найти область значения функции         f(x) =
[image: image13.wmf]5
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Решение.

-1 ≤ cos x ≤ 1,

-6 ≤ cos x – 5 ≤ -4.

4 ≤ /cos x – 5/ ≤ 6.

 Ответ: [4; 6].

5. Если E (f) = [a; b], где a, b > 0, то E (/f/) = [a; b].

6.  Если E (f) = [0; a], где a > 0, то E (/f/) = [0; a].

Задача 6. Найти область значения функции f (x) =
[image: image14.wmf]4
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Решение:

-1 ≤ sin( х - п/3 ) ≤ 1,

-3 ≤ 3sin( x- п/3 ) ≤ 3,

1 ≤ 3sin(x - п/3 ) + 4 ≤ 7,

1 ≤ / 3sin(x - п/3 ) + 4 / ≤ 7.

Ответ: [1; 7].

Задача 7. Найти область значения функции  f(x) = 
[image: image15.wmf]x
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Решение:

0 ≤ arccos x ≤ п,

0 ≤ 5arccos x ≤ 5п,

0≤ / 5arccos x / ≤ 5п.

Ответ: [0; 5п].

6 . Если E (f) = [a; 0], где а < 0, то E (/f/) = [0; /a/].

7. Если E (f) = [a; b], то E (-f) = [-b; -a].

Задача 8. Найти область значений функции

У = -2arccos x - 3.  

Решение:  

 0 ≤ arccos x ≤ п,

  0 ≤ 2arccos x  ≤ 2п,

-2п  ≤ -2arccos x  ≤ 0,

-3 - 2п  ≤ -2arccos x - 3  ≤ – 3.

Ответ: [-3-2п; - 3 ].

Множество значений дробно- линейной функции
Функция вида 
[image: image16.wmf]d
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 называется дробно – линейной функцией.

      Её график – гипербола. 

      Из области значений этой функции необходимо исключить значение у, которое соответствует значению х, обращающему знаменатель в ноль.

Задача 9. Найти множество значений функции:

1) 
[image: image17.wmf]1
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Первый способ. Область определения данной функции
[image: image18.wmf]1
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. Для нахождения множества значений функции выделим целую часть, и представим в виде: 
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Дробь 
[image: image20.wmf]1
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 принимает в области определения функции всевозможные значения, кроме нуля. Следовательно, множеством значения данной функции является множество всех действительных чисел, кроме 
[image: image21.wmf]2
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Второй способ. Разрешают данное уравнение функции относительно Х. Получают
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. Откуда следует, что Y может быть любым действительным числом, кроме 2.

2) Найти множество значений функции  
[image: image23.wmf]ctgx
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Область определения данной функции 
[image: image24.wmf]k
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 Z. На этой области данная функция и функция 
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2

cos

2

2

+

=

x

z

 имеют одно и тоже множество значений. Найдем множество значений функции [image: image27.png]


 :
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Далее следует исключить из области изменения [image: image30.png]


 те значения, которые [image: image31.png]


 принимает при [image: image32.png]


:

[image: image33.png]


 

[image: image34.png]



[image: image35.png]



  При других значениях [image: image36.png]


 значения [image: image37.png]


 совпадают с одним из полученных трех значений, которые эта функция принимает только при
[image: image38.wmf]k
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 Z.  Итак, множество значений функции 
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tgx

x

y

×

+

=

2

cos

2

2

 являются действительные числа, удовлетворяющие неравенствам: 1<y<2 и   2<y<3
Методы нахождения множества значений функции
Функционально-графический
В школьном курсе математики в основном решают задачи на нахождение множества значений функции построив график функции и «считав» с него данный промежуток,  который и записывают ответ. Или используют свойства непрерывности и монотонности функции.
Среди числовых значений, принимаемых на заданном отрезке непрерывной функцией, всегда имеется как наименьшее значение m, так и наибольшее значение М. Множество значений функции заключено между числами m и M. 

Задача 10. Найти множество значений функции y = 2sinx + cos2x на отрезке [0; p]. 

Решение.

D(y) = R. Данная функция на всей области определения непрерывна, поэтому на отрезке [0; p] существуют такие точки, в которых функция принимает свои наименьше и наибольшее значения. Эти точки либо критические, либо концы отрезка.

1) найдем производную данной функции

2) y' = 2cosx - 2 sin2x = 2cosx - 4sinxcosx = 2cosx(1 - 2sinx)

3) Область определения производной R.

3) Найдем ее критические точки. y' = 0, 2cosx(1 - sinx) = 0, это уравнение равносильно совокупности двух уравнений: cosx = 0 и 1 - 2sinx = 0.
Решая каждое из них получим:
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Отрезку [0; π] принадлежат три критические точки: 
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Вычисляем значение функции на концах промежутка и в критических точках:
y(0) = 1, y(
[image: image44.wmf]2
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) = 1, y(
[image: image45.wmf]6
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) = 1,5, y(
[image: image46.wmf]6
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) = 1,5, следовательно, наименьшее значение функции на отрезке[0; [image: image47.png]


] равно 1, а наибольшее значение функции на этом же отрезке равно 1,5. Исходя из выше изложенный утверждений Е(у) = [1; 1,5].

Так же при решении задач полезно знать преобразования графиков основных элементарных функций, которые влияют на изменение множества  значений функции:

Y=f(x)+b;       график   Y=f(x)  сдвигается на    b ед. вдоль оси Oy   вверх. (соответственно изменяется множество значений функции)

Y=f(x) –b;        график  Y=f(x) сдвигается на  b  ед. вдоль

Оси  Oy  вниз.


[image: image48.wmf](
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;  график  Y=f(x)  растягивается  в  к  раз от оси 

Ox, если  |к|>1 и сжимается  в к  раз, если  0<|к|<1.

Например, построим графики  функций      Y=sinх, Y=sinx+3,Y= sinx -2,

Y=4sinx  и   Y= 0,5sinx.
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	№
	         функция
	Множество значений

	1
	Y=sin x
	[-1 ;1]

	2
	Y=sinx +3
	[2 ;4]

	3
	Y=sin x-2
	[-3 ;-1]

	4
	Y= 4sin x
	[-4 ;4]

	5
	Y=0,5sin x
	[-0,5 ;0,5]


Метод оценки

Для нахождения множества значений функции сначала находят множество значений аргумента, затем, используя свойства неравенств, отыскивают соответствующие наименьше и наибольшее значения функции функции. Если есть возможность путем тождественных преобразований получить функцию, которая на всей области определения или на заранее заданном множестве является непрерывной и либо только возрастающей либо только убывающей, тогда используя свойства неравенств оценивают множество значений  вновь полученной функции.

Задача 11. Найдите множество значений функции y=5 - [image: image50.png]


.

Из определения квадратного корня следует, что 4 - x2 [image: image51.png]


0, решая квадратичное неравенство получаем, что -2 [image: image52.png]


x [image: image53.png]


2. разобьем промежуток [-2; 2] на два промежутка [-2; 0] и (0; 2]. Первому промежутку соответствует неравенство -2 [image: image54.png]


x [image: image55.png]


0, а второму соответствует 0 < x [image: image56.png]


2. На первом промежутке переменная х принимает неотрицательные значения, а на втором - положительные.

Возведем в квадрат каждое из этих двойных неравенств,  в результате  получим 0 [image: image57.png]


x2 [image: image58.png]


4.
Умножим все три части неравенства на  - 1,  получим неравенство 

- 4 [image: image59.png]


- x2 [image: image60.png]


0.
Прибавим к трем частям неравенства 4 и получим 

0 [image: image61.png]


  4 - x2 [image: image62.png]


  4.
Введем вспомогательную переменную предположив, что 

 t = 4 - x2, где 0 [image: image63.png]


  t  [image: image64.png]


4.

Функция y =[image: image65.png]


 на указанном промежутке непрерывна и возрастает, поэтому свои наименьшее и наибольшее значения принимает на концах промежутка и, следовательно, 0 [image: image66.png]


  [image: image67.png]




 INCLUDEPICTURE "http://viripit.ru/mate/zmr.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image68.png]


  2 тогда произведя обратную замену переменных получим неравенство  0 [image: image69.png]


  [image: image70.png]




 INCLUDEPICTURE "http://viripit.ru/mate/zmr.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image71.png]


 2. Прибавим к трем частя последнего двойного неравенств 5, умножив его предварительно на - 1, получим 3 [image: image72.png]


  5 - [image: image73.png]




 INCLUDEPICTURE "http://viripit.ru/mate/zmr.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image74.png]


  5. 

Множество значений функции y = 5 - [image: image75.png]


является множество [3; 5].

 Задача 12. Найти множество значений функции y = 5 - 4sinx.

Из определения синуса следует, -1 [image: image76.png]


sinx [image: image77.png]


1. Далее воспользуемся свойствами числовых неравенств.

-4 [image: image78.png]


- 4sinx [image: image79.png]


4, (умножили все три части двойного неравенства на -4);

1 [image: image80.png]


5 - 4sinx [image: image81.png]


9 (прибавили к трем частям двойного неравенства 5);

Так как данная функция непрерывна на всей области определения, то множество ее значений заключено между наименьшим и наибольшим ее значением на всей области определения, если таковые существуют. В данном случаее множество значений функции y =5 - 4sinx есть множество [1; 9].

  Зачача 13. Найти множество  значений функции
[image: image82.wmf](
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Начинаем  оценивать:

[image: image83.wmf].
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Значит  множеством  значений функции является числовой промежуток [-2;+∞)       

Ответ: E(у)=[-2;+∞)

В данной задаче. при оценке  выражений, учитывали свойство монотонности логарифмической функции  
[image: image84.wmf]t
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>0 и 0<a<1 и свойства числовых неравенств.

Метод введения вспомогательного угла

Задача 14. Найти множество значений функции y = sinx + cos x.

Преобразуем выражение sinx + cos x  = sinx +sin([image: image85.png][T
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Из определения косинуса следует -1 [image: image92.png]
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Так как данная функция непрерывна на всей области определения, то множество ее значений заключено между наименьшим и наибольшим ее значением, если таковые существуют, множество значений функции 
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. Множество значений  функции

y = sinx + cosx есть множество чисел [-[image: image104.png]
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].

 Задача 15. Найти множество значений функции y = 3sinx + 7cos x.

Преобразуем выражение 3sinx + 7cos x. Заметим, что 32 + 72 = 9 + 49 = 58 = 
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3sinx + 7cos x =
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Так как [image: image110.png]


< 1 и [image: image111.png]


<  1. и ([image: image112.png]


)2 + ([image: image113.png]
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 + x).

Из определения синуса следует, что при любом х справедливо неравенство -1 [image: image124.png]
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1 и, из периодичности этой функции, следует, что 

-1 sin([image: image126.png]


 + x) [image: image127.png]


1, тогда умножая все части двойного неравенства на [image: image128.png]
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Множество значений функции y = 3sinx + 7cos x является множество [ - [image: image135.png]


; [image: image136.png]


].

Метод сведения задачи к исследованию уравнения с параметром
Возможна следующая схема применения этого метода:

Пусть функция задана формулой y = f(x).

2) Рассматриваем функцию как уравнение с параметром a. 

3) Выясняем при каких значениях у уравнение f(x) - a = 0 имеет хотя бы один корень. Полученное множество будет множеством значений заданной функции.

Задача 16. Найти множество значений функции:  
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Данная функция определена и непрерывна при всех  x,так как  
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Рассмотрим уравнение:    
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Множество значений a, при которых уравнение имеет корни и есть множество значений данной функции.

Выясним, при каких значениях  a   данное уравнение имеет корни.
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если  a=0,то получаем  x+1=0 и x=-1;если  
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Уравнение будет иметь корни, если    
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Объединяем ответы и получаем, что 
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, таким образом множеством  значений функции  будет числовой промежуток   
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 Ответ:  
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Применение производной
Наиболее распространенный метод нахождения множества значений функции, изучаемый в школе. С помощью производной находим наименьшее и наибольшее значение  функции и для непрерывной функции получаем необходимый ответ.
Задача 17. Найти множество значений функции       y = [image: image148.wmf]11
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Решение:
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     Найдём критические точки. Т.к. функция и её производная определены на R, то критические точки – это решения уравнения  [image: image151.wmf]y
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х = 0  или  х = ± [image: image154.wmf]3
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Получаем, что функция ограничена снизу и её нижней границей является У[image: image155.wmf]÷
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.  Значит множество значений данной функции    E (y) = [[image: image158.wmf]27
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Ответ: E (y) = [[image: image159.wmf]27
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; + ∞).
Таким образом, если чётная функция, заданная многочленом, достигает наименьшее  значение в точке минимума, то функция ограничена снизу и   E (f) = [f min; + ∞). Если же функция достигает наибольшее  значение в точке максимума, то она ограничена сверху и   E (f) = (- ∞; f max].
Задача 18. Найти множество значений функции 
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Рассмотрим  дробно-рациональную функцию  [image: image161.wmf];
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Эта функция определена и непрерывна при всех значениях  x. Исследуем данную функцию с помощью её производной:
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[image: image163]

X=0  - точка минимума функции   g(x).Преобразуем выражение, задающее формулу функции g(x):
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Значит функция принимает все значения  от     ( -0,5)  до  2, то есть   E(g)=[-0,5;2).

Но для функции  
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, множество значений функции  g(x)  есть   её  область определения. Арк синус  определён  на [-1;1], общей частью числовых промежутков  [-0,5;2)  и      [-1;1]  является промежуток  [-0,5;1]  и тогда
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5. Множество значений сложной функции
Большую сложность вызывает решение задач на нахождение множества значений сложных функций. Построение графика бывает довольно сложной и трудоемкой задачей. При их решении воспользуемся определением сложной функции, и установим  зависимость между переменными в порядке их вложенности в данную функцию, и произведем оценку их множества значений. 

Задача 19. Найти область значений функции 
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Решение.

Функция 
[image: image169.wmf]t
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монотонно убывает на всей области определения.

t(x) = 
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 принимает значения [4;+∞), значит функция 
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  ограничена сверху и принимает наибольшее значение при t = 4, 

т. е. Уmax = 
[image: image172.wmf]4
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 Е(у) = (- ∞; -14 ].

Ответ: (- ∞; -14 ].

Задача 20. Найти область значения функции    у = [image: image173.wmf]2
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Решение.

Областью определения данной функции являются решения неравенства 9 - х² ≥ 0, т. е. х є [ -3; 3].

Возведя обе части уравнения в квадрат, получаем:

у² = 9 - х².

Очевидно, что графиком данной функции  на [ -3; 3] является верхняя половина окружности  с центром в начале координат и r = 3 

Очевидно, что Е(у) = [ 0; 3 ].

Ответ: Е(у) = [ 0; 3 ].

Заключение
При изучении материала, рассматривая различные источники, я получила дополнительные знания по методам решения задач на нахождения множества значения функции, которая в дальнейшем мне поможет более успешно справиться с предлагаемыми заданиями на ЕГЭ и в дальнейшем поможет мне при получении высшего образования. 
Подобранный материал можно использовать при подготовке к сдаче ЕГЭ и на вступительных экзаменах.
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