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Вступление

         Обилие различных типов геометрических задач и многообразие приёмов и методов их решения делают геометрию наиболее трудным разделом школьной математики. Этим обстоятельством диктуется такая систематизация теоретического материала, которая выявляла общие подходы к решению геометрических задач.

         В данной работе рассматриваются задачи, связанные с сечениями многогранников. Построение сечения многогранника – это алгоритм, на каждом шаге которого нужно проводить прямую через две выбранные точки. Возникающие трудности заключаются в том, что такую прямую можно проводить только в некоторой плоскости, которую ещё предстоит найти или построить, опираясь на аксиомы стереометрии.

         В работе даются задачи с подробными комментариями и замечаниями, отражающими самые «тонкие» места и принципиальные моменты решения каждой задачи. Работа содержит опорные обучающие задачи, которые сопровождаются методическими советами и комментариями, подсказывающими общие и эффективные приёмы решения, помогая тем самым сориентироваться в многообразии целых классов родственных задач.

         Я искренне надеюсь, что результаты моей исследовательской работы окажутся полезными учителям, которые хотят, чтобы их ученики освоили простейшие навыки используемые в решениях задач на данную тему.

Построении сечения, параллельного данной прямой.
ЗАДАЧА 1. На ребрах AA1 и CC1 параллелепипеда ABCDA1B1C1D1 лежат точки M и N, причем AM : AA1 = m, CN : CC1 = n. В каком отношении плоскость, проходящая через M и N параллельно диагонали основания BD, делит ребро DD1?
[image: image1.jpg]



РЕШЕНИЕ. В начале построим сечение параллелепипеда, проходящее через точки M и N параллельно BD. В плоскости диагонального сечения AA1CC1 соединим точки M и N. 

Пусть О1 и O центры граней A1B1C1D1 и ABCD. Тогда диагональное сечение α = DD1B1B (опорная плоскость) пересекает MN в точке P, лежащей на отрезке O1O.

Через точку P в опорной плоскости α = (DD1B1B) проведем прямую m,  параллельную прямой l = BD до пересечения с DD1 и BB1 в точках K и L соответственно. Соединим M и N с K и L. Сечение MNKL – искомое, причём MNKL – параллелограмм, поскольку любое сечение параллелепипеда, пересекающее только боковые грани, является параллелограммом ( противоположные грани параллелепипеда параллельны, поэтому при пересечении их плоскостью образуется попарно параллельные линии пересечения). Осталось найти отношение 
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Так как PO и PO1 – средние линии трапеций AMNC и A1MNC1 соответственно, то с учётом AA1 = CC1.
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Отсюда 
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ОТВЕТ: 
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ЗАДАЧА 2. В правильной треугольной пирамиде PABC провести сечение через среднюю линию основания параллельно высоте PO пирамиды. Найти объём отсечённой пирамиды, если сторона основания исходной пирамиды равна a, а двугранный угол при ребре основания равен 45°.

[image: image8.jpg]



РЕШЕНИЕ. Пусть M и K – середины AC и AB, PO – высота пирамиды PABC, плоскость α = (APO) (опорная плоскость) пересекает MK в точке Q. В плоскости α = (APO) через точку Q проведём прямую m параллельно прямой l = PO до пересечения с AP в точке T. Сечение MKT – искомое.
Продолжим AO до пересечения с BC и точке F. ∟OFP – линейный угол двугранного угла. Поэтому PO = OF · tg45° = OF. Но OF – радиус окружности, вписанный в правильный ∆ABC. Поэтому 
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Из подобия ∆ ATQ и ∆ APO имеем
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Из подобия треугольников AMK и ABC следует, что 
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 И так как 
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Объём пирамиды TAKM равен 
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Построение сечения, параллельного данной плоскости.
ЗАДАЧА. Пусть PABCD – четырёхугольная пирамида, основание ABCD которой – параллелограмм. Через точку O пересечения диагоналей основания провести сечение, параллельное боковой грани PCD. Найти площадь этого сечения, если CD = 12, а высота PF грани PCD равно 8.
[image: image17.png]



РЕШЕНИЕ. В грани PCD выберем две пересекающиеся прямые l1 = CDи l2 = DP. В качестве опорных плоскостей, содержащих эти прямые, возьмём грани пирамиды α1 = (ABCD) и α2 = (APD0), которые пересекаются по прямой p = AD. Плоскость α1 = (ABCD) содержит точку O. Поэтому в опорной плоскости α1 = ABCD через точку O проведём прямую m1 = KM параллельно l1 = CD (KϵAD, MϵBC). И, наконец, через точку K пересечения прямых m1 = KM и p = AD проведём в опорой плоскости α2 = (APD) прямую m2 = KT параллельно l2 = DP(TϵAP). Остаётся теперь в грани ABP через точку T  параллельно AB провести прямую до пересечения с BP в точке N. Получено искомое сечение MKTN.
Сечение MKTN – трапеция с основаниями MK = 12 и TN = 6 (TN – средняя линия ∆ ABP).Чтобы найти высоту этой трапеции, проведём плоскость перпендикулярно ребру CD. В сечении пирамиды этой плоскостью получим ∆PFL (FϵCD, LϵAB). Обозначим через P1F1 отрезок, по которому пересекаются сечения PFL и MKTN.
Так как PF ┴ CD, то P1F1 ┴ MK, причём P1F1 – средняя линия ∆PFL. Следовательно, P1F1 = 4.

ОТВЕТ: 36.

Построении сечения, перпендикулярного данной прямой.
ЗАДАЧА. Через вершину основания правильной четырёхугольной пирамиды провести плоскость, пересекающее противоположное боковое ребро под прямым углом. Известно, что площадь полученного сечения будут в два раза меньше площади основания пирамиды. Найти синус угла между боковым ребром и плоскостью основания.
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РЕШЕНИЕ. Пусть FO – высота пирамиды FABCD. В опорной плоскости α = (ACF) проведём прямую p = AK перпендикулярно прямой l = FC (KϵFC). Так как BD┴OC, то по теореме о трёх перпендикулярах BD┴FC. Опорная плоскость содержит прямую m = BD и пересекает AK в точке T, лежащей на высоте FO, так как FO – линия пересечения плоскостей β = (BFD) и α = ACF. В плоскости β = (BFD) через T проведём прямую q параллельно m = BD до пересечения с BF и DF в точках M и N соответственно. Сечение AMKN – искомое.
Далее, если рассмотреть AF как наклонную к плоскости (AMKN). то AK – её проекция на эту плоскость. Следовательно. по теореме о трёх перпендикулярах AK┴MN. Отсюда 
[image: image19.wmf].
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Обозначим a = AO, ∟FCO = x. Тогда AK = 2a · sin x, FO = a · tg x, ∟TAO = 90° -  - x, TO = a · tg (90° - x) = a · ctg x, FT = FO – TO = a · (tg x – ctg x). ∆ FNM и ∆ FDB подобны. Поэтому 
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По условию
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ОТВЕТ: 
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Нахождения угла между двумя плоскостями.

ЗАДАЧА. В правильной четырёхугольной призме ABCDA1B1C1D1 через середины N и M двух смежных сторон основания DC и AD и вершину B1 верхнего основания провести сечение. Найти косинус угла между этим сечением и плоскостью основания, если известно, что периметр сечения в три раза больше длины диагонали основания.
[image: image23.jpg]



РЕШЕНИЕ. Соединим точки N и M. В качестве опорной плоскости возьмём диагональное сечение α = B1D1DB, пересекающее MN в точке L. В плоскости α = B1D1DB проведём прямую через точки B1 и L до пересечения с продолжением ребра DD1 в точке K. Через K и N, K и M проведём прямые до пересечения с CC1 и AA1 в точках F и E соответственно. Так как B1K и MN лежат в одной плоскости, то все точки прямых B1K, KM, KN лежат в этой плоскости. Таким образом, B1FNME – искомое сечение.
Далее, B1FKE – параллелограмм (по теореме о параллельности линий пересечения двух параллельных плоскостей третьей). Обозначим α = EK. Поскольку ∆ AEM = ∆ MDK = ∆ NFC, то EM = MK = KN = NF = 
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B

a

KF

KE

a

1

2

Þ

=

=

Þ

 - ромб. Так как BD┴MN, то B1L┴MN (по теореме о трёх перпендикулярах). Следовательно, ∟ B1LB – линейный угол двугранного угла, образованного сечением и плоскостью основания. Кроме того, cos∟B1LB = 
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, откуда по свойству равных отношений
cos∟B1LB = 
[image: image26.wmf].
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MN – средняя линия ∆ DCA и ∆ KEF. Поэтому 
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2

1

2

1

2

1

BD

EF

AC

MN

×

=

×

=

×

=

 По условию периметр сечения в три раза больше BD = EF, т.е. 
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Так как EF и B1K – диагонали ромба, то по теореме Пифагора
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Итак, cos∟B1LB = 
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ОТВЕТ: 0,75.

Построение прямой, проходящей через некоторую точку и пересекающей две скрещивающиеся прямые.

ЗАДАЧА. В параллелепипеде ABCDA1B1C1D1 через середину M ребра BC провести прямую, пересекающую прямые AC1 и DD1 в точках N и P соответственно. Найти отношение MN:NP.
[image: image31.png]



РЕШЕНИЕ. Построим плоскость α, содержащую точку M и AC1. Очевидно, α содержит MC1 и MA и пересекает грань AA1D1D по линии AM1, параллельной С1M. Поэтому С1MAM1 – параллелограмм. Следовательно, прямоугольные ∆ C1CM и ∆ AA1M1 равны ( так как равны их гипотенузы и пара катетов). Отсюда M1 – середина ребра A1D1. Продолжим AM1 до пересечения с продолжением ребра DD1 в точке P. Таким образом, плоскость α пересекает прямую DD1 в точке P. Поэтому прямая MP, проведённая в плоскости α, является искомой.
Пусть N – точка пересечения MP и С1А. ∆ AA1M1 = ∆ PD1M1, так как M1 – середина A1D1. Поэтому AM1 = M1P. Из подобия ∆ C1MN и PAN имеем (c учётом MC1 = AM1):
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ОТВЕТ: 1:2.
Построение сечения куба плоскостью.
ЗАДАЧА. Постройте сечение куба ABCDA1B1C1D1 плоскостью, проходящей через точку M ϵ BB1 и прямую a, принадлежащую плоскости (ABC).

Проанализировать символическую запись построения сечения куба:
[image: image33.jpg]



1) α = (a; M) – секущая плоскость;

2) X = α∩ (B1BD);

3) MX = α∩(B1BD);

4) N = α∩DD1;

5) Y = α∩(DD1C1);

6) P = α∩CC1;

7) PM = α∩(BB1C1);

8) Z = α∩(AA1D1);

9) ZN = α∩(AA1D);

10)  K = AA1∩NZ;

11)  KM = α∩(AA1B1);

12)  KMPN – искомое сечение.
ЗАДАНИЕ. Постройте сечение куба плоскостью, проходящей через:

а) точки B1, MϵAD и NϵDC (рис. а);

б) точки KϵA1B1, MϵAD и NϵDC (рис. б);

в) точки KϵAA1, MϵB1C1 и NϵDC (рис. в);

г) точки Kϵ(A1AB), Mϵ(ABC) и Nϵ(B1C1C) (рис. г)
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Построение сечения пирамиды плоскостью.
ЗАДАЧА. Длина каждого ребра правильной четырёхугольной пирамиды равна a. Провести сечение через середины M и N двух смежных сторон её основания и середину K высоты, найти его площадь.

Проанализировать символическую запись построения сечения:
[image: image36.jpg]



1) X = MN∩(BSC);

2) Y = MN∩(ASB);

3) KE = (MKN)∩(BSD);

4) FX = (MKN)∩(BSC);

5) FY = (MKN)∩(ASB);

6) MQFPN – искомое сечение.

Вычислить площадь сечения:

1. |AC| = 
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2. |QM| = 
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;  SMQPN = |MN| · |QM| = 
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3. ∆BSD ∞ ∆BFE,  k = 
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5. S∆QFP = 
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6. SMQFPN = 
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ОТВЕТ: 
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Построение сечений многогранников.

Проанализировать решение задач 1, 2. где построение сечений выполнено методом внутреннего проектирования (рис. 1, 2).
ЗАДАЧА 1. Построить сечение пирамиды плоскостью, проходящей через точки M на грани ASD, N на грани DSC и P на ребре SB (рис. 1).
[image: image48.jpg]Lo
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ЗАДАЧА 2. Построить сечение призмы ABCDEA1B1C1D1E1 плоскостью, заданной тремя точками MϵBB1, NϵCC1 и PϵEE1 (рис. 2).
[image: image49.jpg]



ЗАДАЧА 3. Проверить правильность построения сечения пирамиды SABCDF плоскостью, заданной точками M, N, P (рис. 3).
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