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                                       Введение
Слово “функция” (от латинского functio - совершение, выполнение) Лейбниц употреблял с 1673 г. в смысле роли (величина, выполняющая ту или иную функцию). Как термин в нашем смысле выражение “функция от х” стало употребляться Лейбницем и И.Бернулли; начиная с 1698 г. Лейбниц ввел также термины “переменная” и “константа” (постоянная). Для обозначения произвольной функции от х Иоганн Бернулли применял знак j х, называя j характеристикой функции, а также буквы х или e; Лейбниц употреблял х1, х2 вместо современных f1(x), f2(x). Эйлер обозначал через f : х, f : (x + y) то, что мы ныне обозначаем через f(x), f (x + y). Наряду с j Эйлер предлагает пользоваться и буквами F, Y и прочими. Даламбер делает шаг вперед на пути к современным обозначениям, отбрасывая эйлерово двоеточие; он пишет, например, j t, j (t + s). Явное определение функции было впервые дано в 1718 г. одним из учеников и сотрудников Лейбница, выдающимся швейцарским математиком Иоганном Бернулли: “Функцией переменной величины называют количество, образованное каким угодно способом из этой переменной величины и постоянных”. 

В этой работе мне бы хотелось рассмотреть вопросы такие как:
Свойства функций;
Графики различных функций;

Построение графиков содержащих модули;
Использование функционального представления и свойства функций для решения математических задач из различных разделов курса;

Решение задач геометрического содержания на координатной плоскости с использованием графического метода.
Функции и графики
Переменная величина [image: image1.wmf]y

 называется функцией переменной величины [image: image2.wmf]x

, если каждому значению [image: image3.wmf]x

 соответствует определенное значение [image: image4.wmf]y

.

Множество всех тех значений, которые принимает аргумент [image: image5.wmf]x

 функции [image: image6.wmf])
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Множество всех тех значений, которые принимает сама функция [image: image7.wmf])
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называется нечетной, если при всех значений [image: image12.wmf]x

 из области определения этой функции [image: image13.wmf])
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Область определения четной и нечетной функции симметрична относительно начала координат.

Функция [image: image14.wmf])
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 называется возрастающей (убывающей) на данном промежутке, если при произвольных двух различных значениях аргумента, из данного промежутка, большему значению аргумента соответствует большее (меньшее) значение функции.
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 называется периодической, с периодом [image: image16.wmf]T
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 к любому допустимому значению аргумента: [image: image19.wmf])
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 называется ограниченной, если можно указать такое положительное число [image: image21.wmf]M

, что [image: image22.wmf]M
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 для всех значений [image: image23.wmf]x

 из области определения функции. Если же точка [image: image24.wmf]M

 не существует, то функция называется неограниченной.

Графиком функции [image: image25.wmf])
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 называется множество всех точек плоскости, координаты которых [image: image26.wmf](
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Функцию вида [image: image27.wmf]y
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, называют квадратичной. Графиком квадратичной функции является кривая, называемая параболой. Точку с координатами [image: image28.wmf]-
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 называют вершиной параболы.
Соответствие между элементами двух множеств [image: image29.wmf]X

 и [image: image30.wmf]Y

, при котором каждому элементу множества [image: image31.wmf]X

 (коротко это записывается таким образом: [image: image32.wmf]X

x

Î

"

) сопоставляется не более одного элемента [image: image33.wmf]Y

 ([image: image34.wmf]Y
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), называется функцией.

Отсюда следует, что понятие функции имеет три главных компонента:

· множество [image: image35.wmf]X

 (которое называется областью определения функции),

· множество[image: image36.wmf]Y

(которое называется областью значений функции),

· закон соответствия (который иногда называется функциональной зависимостью).

При этом закон соответствия может быть задан любым способом: таблицей, графиком, формулой или как-то иначе, например, при помощи словесного описания.

Если функцию задают формулой, то при этом фактически указывают область определения функции и закон соответствия (область значений функции не указывается явно, так как она устанавливается, исходя из данной формулы).

Областью определения функции, заданной явной аналитической формулой, считают множество всех тех значений аргумента, для которых все указанные в формуле операции выполнимы.

Приведем примеры аналитических формул, в которые входят операции, ограничивающие область существования функции:

	Аналитическая формула
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Пример. Найти область определения функции:
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Чтобы найти область определения данной функции, следует решить систему неравенств:
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 Ответ: [image: image54.wmf];
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Область значений (изменения) функции можно найти, исследуя аналитическое выражение функции или разрешая данное уравнение функции относительно [image: image57.wmf]x

.

Примеры. Найти область изменения функции:

1) [image: image58.wmf]1
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Первый способ. Область определения данной функции [image: image59.wmf]1
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. Для нахождения области изменения удобно данную функцию записать в таком виде: [image: image60.wmf]1
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Дробь [image: image61.wmf]1
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 принимает в области определения функции всевозможные значения, кроме нуля. Следовательно, областью изменения данной функции является множество всех действительных чисел, кроме, [image: image62.wmf]2
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Второй способ. Разрешают данное уравнение функции относительно [image: image63.wmf]x

. Получают [image: image64.wmf]y
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 может быть любым действительным числом, кроме 2.
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Область определения данной функции [image: image67.wmf]k
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 Z. На этой области данная функция и функция [image: image69.wmf]1
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 имеют одну и ту же область изменения. Найдем область изменения функции [image: image70.wmf]z

:
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Далее следует исключить из области изменения [image: image73.wmf]z

 те значения, которые [image: image74.wmf]z
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При других значениях [image: image79.wmf]k

 значения [image: image80.wmf]z

 совпадают с одним из полученных трех значений, которые эта функция принимает только при [image: image81.wmf]k
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Итак, областью изменения функции [image: image82.wmf]x
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 являются действительные числа, удовлетворяющие неравенствам:
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Способы построения графика функции

	«по точкам»

	[image: image85.png]



	Вытекает из определения графика функции. Он является длинным и недостаточно надежным. Применяется в школьном курсе математики при первоначальном знакомстве с простейшими функциями. (На графике функция [image: image86.wmf]x
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	Путем сдвига графиков основных функций или сдвига осей координат

	[image: image87.png]



	Чтобы построить график функции [image: image88.wmf]c
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 единиц, совпадающую со знаком [image: image92.wmf]c

, или перенести параллельно ось [image: image93.wmf]x
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 в сторону, противоположную знаку [image: image94.wmf]c
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	Чтобы построить график функции[image: image98.wmf])
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 единиц в сторону, противоположную знаку [image: image102.wmf]b

, или перенести параллельно ось [image: image103.wmf]y
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 в сторону, совпадающую со знаком [image: image104.wmf]b

. (На примере функции [image: image105.wmf]2

x

y

=

 и [image: image106.wmf]2

)

2

(

-

=

x

y

).

	путем симметричного отображения относительно осей координат

	[image: image107.png]53,4867




	Чтобы построить график функции [image: image108.wmf])
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	Чтобы построить график функции [image: image114.wmf])
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	Путем деформирования графиков основных функций
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	Чтобы построить график функции [image: image120.wmf])
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	Чтобы построить график функции [image: image130.wmf])
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	Способы построения графиков функций, аналитическое выражение которых содержит знак абсолютной величины
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	Можно данную функцию рассматривать как совокупность двух функций: [image: image150.wmf]î
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При построении графика функции следует найти точки, в которых он пересекает оси координат, а также выяснить поведение функции при [image: image163.wmf]x

, стремящемся к [image: image164.wmf]¥

±

 в случае, когда ее область определения не ограничена. Необходимо также исследовать поведение функции вблизи тех точек, в которых она не определена. Все сказанное проиллюстрируем примерами.


Построим графики следующих функций:


1) [image: image165.wmf]x

y

=

. Функция определена на всей оси [image: image166.wmf]x

0

, четная. Ее график состоит из двух лучей, выходящих из начала координат и направленных по биссектрисам I и II координатных углов (рис.а).
2) [image: image167.wmf]
[image: image168]. Функция определена на всей оси [image: image169.wmf]x

0

, четная. На рис.б приведен ее график, причем он построен из двух половинок [image: image170.wmf]x

y

2

=

, при [image: image171.wmf]0

³

x

 и [image: image172.wmf]x

y

-

=

2

, при [image: image173.wmf]0
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.
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	а) [image: image176.wmf]x

y

=

.
	б) [image: image177.wmf]x
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                                     Окончательные графики функций. 

Основные характеристики и свойства квадратной параболы:

  - область определения функции: [image: image178.png]


< x+ [image: image179.png]


 ( т.e.  x [image: image180.png]


R ), а область
     значений: … ( ответьте, пожалуйста , на этот вопрос сами ! );
  - функция в целом не монотонна, но справа или слева от вершины 

     ведёт себя, как монотонная;

  - функция неограниченная, всюду непрерывная, чётная при  b = c = 0, 

   и непериодическая;

- при D < 0 не имеет нулей. ( А что при  D [image: image181.png]


0 ? )

                                         График функции
Обычно рассматриваются графики вещественных скалярных функций одного вещественного переменного [image: image182.png]


, которые являются множеством точек плоскости [image: image183.png]


.                                                                                                      В общем случае, график функции  [image: image184.png]


есть множество

[image: image185.png]



Примеры                                                                                                    График функции

[image: image186.png]



это множество из трёх точек {(1,a), (2,d), (3,c)}.







График [image: image189.png]


                                                                                           График кубического многочлена вещественной переменной                               f(x) = x3 − 9                                                                                                                    это множество

[image: image190.png]{(z,2° —92) € R® |z € R}
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Конец форУравнения с параметром, содержащие знак модуля
Многие уравнения можно решить с помощью графика функций, содержащих модуль.

 Пример 1. ‌‌‌‌‌׀x׀=а.

Решение
1. Если а<0, то уравнение ‌‌‌‌‌׀x׀=а корней не имеет.

2. Если а=0, х=0.

3. Если а>0, то уравнение ‌‌‌‌‌׀x׀=а равносильно совокупности

х=а,

х=-а.

Пример 2. ‌‌‌‌‌׀x׀=-а².

Решение
1. Если а≠0, то уравнение ‌‌‌‌‌׀x׀=-а² корней не имеет.

2. Если а=0, х=о

Пример 3 ׀х‌׀+ ׀а׀=0.

Решение

1. Если а≠0, то уравнение ׀х‌׀+ ׀а׀=0 корней не имеет.

2. Если а=0, х=0.

Пример 4. Сколько решений в зависимости от значений параметра а имеет уравнение ‌ ׀х‌+1׀ = ах?

Решение

                                                      a<-1,

f(x)=׀x+1׀,

g(x)=ax.

Уравнение ׀х+1׀=ах имеет одно решение.
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                                                              а=-1,
f(x)=׀x+1׀,

g(x)=ax.

Уравнение ׀х+1׀=ах имеет одно решение.
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-1<a<0,

f(x)=׀x+1׀,

g(x)=ax.

Уравнение ׀х+1׀=ах имеет два решения.
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                                                                а=0,
f(x)=׀x+1׀,

g(x)=ax.

Уравнение ׀х+1׀=ах имеет одно решение.
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                                                             0<a<1,

f(x)=׀x+1׀,

g(x)=ax.

Уравнение ׀х+1׀=ах не имеет решений.
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                                                              а=1,
f(x)=׀x+1׀,

g(x)=ax.
Уравнение ׀х+1׀=ах не имеет решений.
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                                                       а>1,

f(x)=׀x+1׀,

g(x)=ax.

Уравнение ׀х+1׀=ах имеет одно решение.
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Ответ:    при 0<a≤1 уравнение ׀х+1׀=ах не имеет решений;


                                   а≤-1,

                   при          а=0, уравнение ׀х+1׀=ах имеет одно решение;

                                   а>1


                    при -1<а<0 уравнение ׀х+1׀=ах имеет два решения.

Пример 5. Найдите все значения параметра а, при которых графики функции y=׀x-2׀/(x-2) и y=׀x+a׀ имеют одну общую точку.

Решение 

В одной координатной плоскости построим графики функций 

f(x)= ׀x-2׀/(x-2) и y=׀x+a׀.

     f(x)= ׀x-2׀/(x-2)=   
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График функции y=׀x+a׀ получен из графика функции y=׀x׀ параллельным переносом на ׀а׀ единиц вдоль оси абсцисс.

Если 1<-a≤3, т.е. -3≤a<-1, то графики имеют общую точку.

Если -a≤1, т.е. а≥-1, то графики не имеют общих точек.

Если -а>3, т.е. а<-3, то графики имеют две общие точки.

Ответ: -3≤а<-1.

Пример 6. Укажите все значения параметра а≠0, при которых графики функций у=׀х²+(ах)/3׀ и у=а/6 имеют только две общие точки.

Решение

В одной координатной плоскости построим графики функций 

f(x)= у=׀х²+(ах)/3׀ и у=а/6.

График функции у=׀х²+(ах)/3׀ получим из графика функции f(x)=x²+(ах)/3, если оставить без изменения:

1) ту часть графика функции f(x)=x²+(ах)/3, для которой f(x)≥0;

2) ту часть графика функции f(x)=x²+(ах)/3, для которой f(x)<0, зеркально отобразить относительно оси абсцисс в верхнюю полуплоскость.
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Так как а≠0, графики функции f(x)= у=׀х²+(ах)/3׀ и у=а/6 имеют только две общие точки, если прямая у=а/6 лежит выше прямой у=-f(x0), т.е. если а/6>-f(x0), где f(x0) – ордината вершины параболы f(x)=x²+(ах)/3.
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Таким образом, задача сводится к решению неравенства а/6>а²/36.

а/6>а²/36,

а²-6а<0,

а(а-6)<0,

0<а<6.

Ответ:  0<а<6.

Пример 7. Решить уравнение: 
а) sin x=׀(3x/2π)-(3/4)׀; б) cos x+׀(3x/5π)-(3/10)׀=0 (x≥0).
Решение: а) Заметим прежде всего, что (3x/2π)-(3/4)=0 при х=π/2. Значит, график функции у=׀(3x/2π)-(3/4)׀ состоит из двух лучей с вершиной в точке (π/2;0), симметричных относительно прямой х=π/2, причем один из этих лучей пересекает ось ординат в точке (0; ¾); график изображен на рисунке:
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Построив в той же системе координат график функции у= sin x, замечаем, что построенные графики пересекаются в двух точках, абсциссы этих точек, предположительно, π/6 и 5π/6. Подставив эти значения в заданное уравнение, убеждаемся, что гипотеза подтвердилась: оба эти значения являются корнями уравнения.
б) Заметим, что (3х/5π)-(3/10)=0 при х=π/2. Значит, график функции у=׀(3x/5π)-(3/10)׀ состоит из двух лучей с вершиной в точке (π/2; 0), симметричных относительно прямой х= π/2, причем один из этих лучей пересекает ось ординат в точке (0; 3/10); график изображен на рисунке:
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Построив в той же системе координат график функции y=-cos x, замечаем, что построенные графики при х≥0 пересекаются в двух точках, абсцисса одной из них равна π/2, а другой, предположительно, 4π/3. Подставив в заданное уравнение значение х=4π/3, убеждаемся, что оно удовлетворяет уравнению.
Ответ: а) π/6, 5π/6; б) π/2, 4π/3.
Пример 8. Построить график функции 
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Заключение.
Функция – одно из важнейших математических понятий. Функцией называют такую зависимость переменной y от переменной x, при которой каждому значению переменной x соответствует единственное значение переменной у.
Графиком функции называют множество всех точек координатной плоскости, абсциссы которых равны значению аргумента, а ординаты – соответствующим значениям функции. 
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