Фестиваль исследовательских и творческих работ учащихся «Портфолио»
Проблема поиска корней многочленов

Сулейманова Диляра, 11 класс
МОУ СОШ №3 имени Тази Гиззата, г.Агрыз Агрызского муниципального района Республики Татарстан
Руководитель:

 учитель математики

I квалификационной категории Зарипова Р.М.

Москва

2011
План
1. Введение ( 3 стр.)
2. Определение многочлена (4 стр.)
3. Нахождение корней многочлена (5-8 стр.)
4. Теорема Безу (8-12 стр.)
5. Схема Горнера (12-14 стр.)
6. Формула Кардано (14-16 стр.)
7. Заключение (17 стр.)
8. Список литературы (18 стр.)
9. Приложение (19-20 стр.)
Введение
  Изучению темы «Многочлены» в программе по математике основной школы уделяется большое внимание. Учащиеся овладевают навыками сложения и вычитания, умножения многочленов от одной и нескольких переменных. Значительное место отводится заданиям, связанным с разложением многочленов на множители, решению алгебраических уравнений.

   При изучении математики в курсе основной школы учащиеся знакомятся с методами нахождения корней квадратного трёхчлена, а также некоторых многочленов третьей и четвертой степени. В старшей школе тема «Многочлены» изучается на профильном уровне. Поэтому учащиеся общеобразовательного уровня встретив в задании многочлены 3-ей, 4-ой и высших степеней от одной переменной, затрудняются выполнять какие-либо операции с ними. Сказывается отсутствие необходимых навыков.

   За пределами школьного курса остаются некоторые методы отыскания корней многочленов, операции деления многочлена на многочлен. В связи с этим школьники лишены возможности решить некоторые алгебраические уравнения высших степеней (в том числе возвратные, однородные), приемы решения которых тесно связаны с отысканием корней многочленов. Между тем, такие задания встречаются в экзаменационных работах.

   Поэтому целью моей работы стало нахождение формул и  методов решения уравнений высших степеней, нахождение корней которых связано с отысканием корней многочленов.

Определение многочлена
    Для начала дадим определение понятию многочлен. В школьной алгебре одночленом от некоторой буквы x называется алгебраическое выражение вида [image: image26.jpg]NN



, где a - некоторое число, x - буква, m - целое неотрицательное число. Одночлен [image: image2.wmf]ax
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 отождествляется с числом a, так что числа рассматриваются как одночлены. Далее, одночлены называются подобными, если показатели при букве x одинаковы. Подобные одночлены складываются по правилу [image: image3.wmf]ax
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, называемому приведением подобных членов.
Определение:  Многочленом или полиномом называется алгебраическая сумма одночленов. В полиноме порядок слагаемых безразличен, и подобные одночлены можно соединить, согласно приведению подобных членов. Поэтому любой полином можно записать в канонической форме [image: image4.wmf]a
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, с расположением членов в порядке убывания показателей. Иногда оказывается удобным записывать члены полинома в порядке возрастания показателей. 
   Буква x обычно обозначает произвольное число. Иногда x считают переменной, тогда полином задает функцию от x, называемую целой рациональной функцией. 
Два полинома называются формально равными, если они, в канонической записи, составлены из одинаковых одночленов. Ясно, что формально равные полиномы равны тождественно, т.е. принимают одинаковые значения при каждом значении буквы x. 
Нахождение корней многочлена
   С различными методами решения квадратных уравнений, а также приемами разложения многочлена на множители я познакомилась в курсе алгебры 7-9–го классов. Напомню их:

1. В общем случае решение квадратных уравнений сводится к нахождению дискриминанта:        
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   Формула дискриминанта:
 

   О корнях квадратного уравнения можно судить по знаку дискриминанта (D) :

D>0 - уравнение имеет 2 различных вещественных корня

D=0 - уравнение имеет 2 совпадающих вещественных корня

D<0 - уравнение имеет 2 мнимых корня (для непродвинутых пользователей - корней не имеет).

 В общем случае корни уравнения равны:[image: image5.png]_—btyD




   Очевидно, в случае с нулевым дискриминантом, оба корня равны[image: image6.png]



    Например: [image: image7.png]X +3x—4=0
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   Если коэффициент при х четный, то имеет смысл вычислять не дискриминант, а четверть дискриминанта: [image: image11.png]D/y=(bfy) —ac




   В таком случае корни уравнения вычисляются по формуле:[image: image12.png]
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   Например: 

  2. Теорема Виета:

   Приведенным квадратным уравнением называется уравнение вида   [image: image13.png]x*+kx+q=0



,

то есть квадратное уравнение с единичным коэффициентом при старшем члене.

В этом случае целесообразно применять теорему Виета, которая позволяет получить относительно корней уравнения следующую систему уравнений:   [image: image14.png]Fxa=
{x‘xm =q




   Следует заметить, что любое квадратное уравнение может стать приведенным, если его поделить на коэффициент при старшем члене, то есть при х2.  

  Например: [image: image15.png]S5x+6=0
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                      2 · 3 = 6 
                      2 + 3 =5
   Числа 2 и 3 удовлетворяют обоим равенствам, а значит, и являются корнями заданного уравнения.

Разложение многочлена на множители

3. Вынесение общего множителя за скобки:
   Это преобразование является непосредственным следствием распределительного закона ac + bc = c(a + b). Пример: разложить многочлен на множители 12 y3 – 20 y2. Решение. Имеем: 12 y3 – 20 y2 = 4 y2 · 3y – 4 y2 · 5 = 4 y2 (3 y – 5), далее 4 y2 (3 y – 5) = 0, отсюда 4 y2  = 0 и (3 y – 5) = 0. Ответ: у = 0 и у = 5/3.

4. Способ группировки: 

   Этот способ заключается в том, что слагаемые многочлена можно сгруппировать различными способами на основе сочетательного и переместительного законов. На практике он применяется в тех случаях, когда многочлен удается представить в виде пар слагаемых таким образом, чтобы из каждой пары можно было выделить один и тот же множитель. Этот общий множитель можно вынести за скобку и исходный многочлен окажется представленным в виде произведения.
Например: х3 – 8х2 + 3х – 24 = 0

                   x(x2+3) - 8(х2+3) =0

                   (x-8) (х2+3) =0

                  х=8 и (х2+3)≠0.

Ответ: 8

5. Использование формул сокращенного умножения:
   Формулы сокращённого умножения позволяют довольно эффективно представлять многочлен в форме произведения. 

Пример. Разложить на множители многочлен x4 – 1. Решение. Имеем: x4 – 1 = ( x2 )2 – 12 = ( x2 – 1)( x2 + 1) = ( x2 – 12 )( x2 + 1) = ( x + 1)( x – 1)( x2 + 1). ( x + 1)( x – 1)( x2 + 1)=0, отсюда х = -1, х = 1, ( x2 + 1)≠0. Ответ: 1, -1.

  Формулы сокращенного умножения:
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( http://www.calculator888.ru/kvadratnoe-uravnenie/ )
6. Метод введения новой переменной: 
   Пример. Решить уравнение х(х-1)(х-2)(х-3) = 24.

   Решение. Заметив, что х(х-3) = х2 – 3х, а (х-1)(х-2) = х2 – 3х + 2, перепишем уравнение в виде (х2 – 3х)(х2 – 3х + 2) = 24. Введя новую переменную у = х2 – 3х, преобразуем уравнение к виду у(у+2) = 24 и, далее, у2 + 2у – 24 = 0. Корнями этого квадратного уравнения служат числа 4 и       - 6.

   Возвращаясь к переменной х, мы должны решить два уравнения: 
х2 – 3х = 4;     х2 – 3х = -6

Из первого уравнения находим х1 = 4, х2 = -1; второе уравнение не имеет действительных корней.

[image: image22.jpg]


   Ответ: 4; -1.
7. Графический способ: 
 При решении уравнении высших степеней, как, впрочем, и при решении любых других видов уравнений, используются различные функционально-графические приемы.

Пример. х5 + 5х – 42 = 0.

Решение. Преобразуем уравнение к виду х5 = 42 – 5х. Поскольку функция у = х5 возрастает, а функция у = 42 – 5х убывает, то уравнение х5 = 42 – 5х имеет только один корень (рис.; масштабы на осях координат различные), и этот корень нетрудно подобрать: х = 2.

Ответ: 2.
    Вернемся непосредственно к цели моей работы. Результатом поиска методов решения уравнений высших степеней, неподдающихся решению способами, представленными выше, стали такие методы как схема Горнера и теорема Безу, а также формула Кардано  для решения кубических уравнений. 
Теорема Безу

   При делении многочлена n-й степени относительно x на двучлен x-a остаток равен значению делимого при x=a. (Буква a может обозначать любое действительное или мнимое число, т.е. любое комплексное число.) 

Прежде чем доказывать теорему, сделаю два пояснения. 

   1. Мы знаем, что существуют такие алгебраические выражения, которые теряют смысл при некоторых отдельных значениях входящих в него букв. Например, 1/x теряет смысл при x=0; выражение 1/(x2-25) теряет смысл при x=5 и при x=-5. 

Заметим, что многочлен любой целой положительной степени никогда не теряет смысла. При всяком значении переменной он принимает определенное значение. 

   2. Произведение двух множителей, из которых один обращается в нуль, а другой принимает определенное значение, всегда равно нулю. Если же один множитель обращается в нуль, а другой теряет смысл, то о таком произведении нельзя говорить, что оно равно нулю. О таком произведении ничего определенного сказать нельзя.

   Доказательство теоремы Безу:  Пусть f(x) обозначает собой произвольный многочлен n-й степени относительно переменной x и пусть при его делении на двучлен (x-a) получилось в частном q(x), а в остатке R. Очевидно, что q(x) будет некоторый многочлен (n-1)-й степени относительно x, а остаток R будет величиной постоянной, т.е. не зависящей от x. Если бы остаток R был многочленом хотя бы первой степени относительно x, то это означало бы, что деление не выполнено. Итак, R от x не зависит. 

По определению деления (делимое равно произведению делителя на частное плюс остаток) получаю тождество 

f(x) =(x-a)q(x)+R. 

   Это равенство справедливо при всяком значении x, значит, оно справедливо и при x=a. 

Подставляя в левую и правую части равенство вместо переменной x число a, получаю: 

f(a)=(a-a)q(a)+R. Здесь символ f(a) обозначает собой уже не f(x), т.е. не многочлен относительно х, а значение этого многочлена при х=а. q(a) обозначает значение q(х) при х=а. Остаток R остался таким, каким он был раньше, так как R от х не зависит. Произведение (а-а)q(а) равно нулю, так как множитель (а-а) равен нулю, а множитель q(а) есть определенное число. (Многочлен q(х) ни при каком определенном значении х не теряет смысла.) Поэтому из равенства f(x) =(x-a)q(x)+R получим: f(a)=R, что и требовалось доказать.
   Следствия из теоремы 

Следствие 1. 

Остаток от деления полинома f(x)  на двучлен (ax+b) равен значению 

этого полинома при x=-b/a, т.е. R=f(-b/a). 

   Доказательство: 

Согласно правилу деления многочленов: 

f(x)= (ax+b)*q(x)+R. 

При x=-b/a: 

f(-b/a)=(a(-b/a)+b)q(-b/a)+R=R. Значит, R=f(-b/a), 

что и требовалось доказать. 

Следствие 2: 

Если число a является корнем многочлена f(x), то этот многочлен делится на (x-a) без остатка. 

   Доказательство: 

По теореме Безу остаток от деления многочлена f(x) на (x-a) равен f(a), а по условию a является корнем f(x), а это значит, что f(a)=0, что и требовалось доказать. 

Из данного следствия теоремы Безу видно, что задача решения уравнения f(x)=0 равносильна задаче выделения делителей многочлена f, имеющих первую степень (линейных делителей). 

Следствие 3: 

Если многочлен f(x) имеет попарно различные корни a1, a2 ,… ,an ,то он делится на произведение (x-a1)…(x-an) без остатка. 

   Доказательство: 

Проведём доказательство с помощью математической индукции по числу корней. При n=1 утверждение доказано в следствии 2. Пусть оно уже доказано для случая, когда число корней равно k, это значит, что f(x) делится без остатка на 

(x-a1)(x-a2)…(x-aк), где a1, a2,…, aк - его корни. 

Пусть f(x) имеет (k+1) попарно различных корней. По предположению индукции a1, a2,…,ак, aк+1 являются корнями многочлена, а, значит, многочлен делится на произведение (x-a1)…(x-aк), откуда выходит, что 

f(x)=(x-a1)…(x-aк)q(x). 

При этом aк+1 – корень многочлена f(x), т.е. 

f(aк+1) = 0. 

Значит, подставляя вместо x (aк+1), получаем верное равенство: 

f(aк+1)=(aк+1-a1)…(aк+1-aк)q(aк+1)=0. 

Но aк+1 отлично от чисел a1,…, aк, и потому ни одно из чисел (aк+1-a1),…, (aк+1-aк) не равно 0. Следовательно, нулю равно q(aк+1), т.е. aк+1 – корень многочлена q(x). А из следствия 2 выходит, что q(x) делится на (x-aк+1) без остатка. 

q(x)=(x-aк+1)q1(x), и потому 

f(x)=(x-a1)…(x-aк)q(x)=(x-a1)…(x-aк)(x-aк+1)q1(x). 

Это и означает, что f(x) делится на (x-a1)…(x-aк+1) без остатка. 

Итак, доказано, что теорема верна при k=1, а из её справедливости при n=k вытекает, что она верна и при n=k+1. Таким образом, теорема верна при любом числе корней, что и требовалось доказать. 

Следствие 4: 

Многочлен степени n имеет не более n различных корней. 

   Доказательство: 

Воспользуемся методом от противного: если бы многочлен f(x) степени n имел бы более n корней - n+k (a1, a2,..., an+k - его корни), тогда бы по ранее доказанному следствию 3 он бы делился на произведение (x-a1)...(x-an+k), имеющее степень (n+k), что невозможно. 

Мы пришли к противоречию, значит наше предположение неверно, и многочлен степени n не может иметь более, чем n корней, что и требовалось доказать. 

Следствие 5: 

Для любого многочлена f(x) и числа a разность (f(x)-f(a)) делится без остатка на двучлен
 (x-a). 

   Доказательство: 

Пусть f(x) - данный многочлен степени n, a - любое число. 

Многочлен f(x) можно представить в виде: f(x)=(x-a)q(x)+R, где q(x) - многочлен, частное при делении f(x) на (x-a), R - остаток от деления f(x) на (x-a). 

Причём по теореме Безу: 

R=f(a), т.е. 

f(x)=(x-a)q(x)+f(a). 

Отсюда 

f(x)-f(a)=(x-a)q(x), 

а это и означает делимость без остатка (f(x)-f(a)) 

на (x-a), что и требовалось доказать. 

Следствие 6: 

   Число a является корнем многочлена f(x) степени не ниже первой только тогда, когда f(x) делится на (x-a) без остатка. 

Доказательство: 

Чтобы доказать данную теорему требуется рассмотреть необходимость и достаточность сформулированного условия. 

1. Необходимость. 

Пусть a - корень многочлена f(x), тогда по следствию 2 f(x) делится на (x-a) без остатка. 

Таким образом, делимость f(x) на (x-a) является необходимым условием для того, чтобы a являлось корнем f(x), т.к. является следствием из этого. 

2. Достаточность. 

Пусть многочлен f(x) делится без остатка на (x-a), 

тогда R=0, где R - остаток от деления f(x) на (x-a), но по теореме Безу R=f(a), откуда выходит, что f(a)=0, а это означает, что a является корнем f(x). 

Таким образом, делимость f(x) на (x-a) является и достаточным условием для того, чтобы a являлось корнем f(x). 

Делимость f(x) на (x-a) является необходимым и достаточным условием для того, чтобы a являлось корнем f(x), что и требовалось доказать. 

Следствие 7: 

Многочлен, не имеющий действительных корней, в разложении на множители линейных множителей не содержит. 

   Доказательство: 

Воспользуемся методом от противного: предположим, что не имеющий корней многочлен f(x) при разложении на множители содержит линейный множитель (x–a): f(x)=(x–a)q(x), 

тогда бы он делился на (x–a), но по следствию 6, a являлось бы корнем f(x), а по условию он действительных корней не содержит. Мы пришли к противоречию, значит наше предположение неверно и многочлен, не имеющий действительных корней, в разложении на множители линейных множителей не содержит, что и требовалось доказать.
   Применение теоремы:
   Остановлюсь на рассмотрении некоторых приемов применения теоремы Безу к решению практических задач. Следует отметить, что при решении уравнений с помощью теоремы Безу необходимо:

· Найти все целые делители свободного члена;

· Из этих делителей найти хотя бы один корень уравнения (а);

· Левую часть уравнения разделить на (х-а);

· Записать в левой части уравнения произведение делителя и частного;

· Решить полученное уравнение.
 Пример: 

Найти корни уравнения  x4+4x2–5 = 0. 

Среди делителей свободного члена число 1 является корнем данного уравнения, а это значит, что по следствию 2 из теоремы Безу уравнения делится на (x–1) без остатка: 

x4+4x2–5 /(x–1)=x3+x2+5x+5, значит x4+4x2–5 =(x–1)(x3+x2+5x+5). 

Среди делителей свободного члена многочлена x3+x2+5x+5 x=-1 является его корнем, а это значит, что по следствию 2 из теоремы Безу x3+x2+5x+5 делится на (x+1) без остатка: 

(x3+x2+5x+5)/(x+1)=x2+5, значит x3+x2+5x+5 =(x+1)(x2+5). 

Отсюда x4+4x2–5 =(x–1)(x+1)(x2+5). 

По следствию 7 (x2+5) на множители не раскладывается, т.к. действительных корней не имеет, поэтому (x–1)(x+1)(x2+5)=0

(x–1)=0 или (x+1)=0 или (x2+5)=0

х = 1              х = -1            х2 ≠ -5

Ответ: 1; -1.
(http://pda.coolreferat.com/Изучение_теоремы_Безу_для_решения_уравнений_n_й_степени_при_n_2 )

Схема Горнера
   Для деления многочлена на двучлен х – а можно использовать специальный прием, который обычно называют схемой Горнера. Поясним суть этого приема для случая, когда делимое многочлен четвертой степени (что, впрочем, непринципиально).
    Пусть р(х) = bх4 + сх3 +dx2 + ех + f. Разделив р(х) на х – а, получим р(х) = (х - а)q(x) + r, где q(x) – некоторый многочлен третьей степени, коэффициенты которого нам пока неизвестны: q(x) = kx3 + mx2 + nx + s. Итак,

   bх4 + сх3 +dx2 + ех + f = (kx3 + mx2 + nx + s)(х - а) + r. (1)

   Раскрыв скобки в правой части тождества (1), получим:

   bх4 + сх3 +dx2 + ех + f = kx4 + ( m – ka)x3 + (n – ma)x2 + (s – na)x + r – sa.

   Воспользовавшись теоремой о тождественности двух многочленов (два многочлена р(х) и s(x) тождественны тогда и только тогда, когда они имеют одинаковую степень и коэффициенты при одноименных степенях переменной в обоих многочленах равны), приходим к следующей системе равенств: b = k, c = m – ka, d = n – ma, e = s – na, f = r – sa. Это значит, что неопределенные коэффициенты  k, m, n, s, r  связаны с известными коэффициентами a, b, c, d, e, f  следующими соотношениями:

k = b;

m = ka + c;

n = ma + d;

s = na + e;

r + sa + f.
   Эти соотношения удобно записать в виде следующей таблицы.

	
	b
	c
	d
	e
	f

	a
	k = b
	m = ka + c
	n = ma + d
	s = na + e
	r + sa + f


   В верхней строке таблицы записаны коэффициенты делимого – заданного многочлена, а в первом столбце второй строки – заданное число а. В остальных столбцах второй строки последовательно получаются коэффициенты частного и остаток, при этом соблюдается следующий порядок ходов: во втором столбце второй строки записывается то же число, что во втором столбце первой строки;  в третий столбец второй строки записывается число, равное сумме произведения числа из второго столбца второй строки на число а и числа, находящегося в третьем столбце первой строки;  в четвертый столбец второй строки записывается число, равное сумме произведения числа из третьего столбца второй строки на число а и числа, находящегося в четвертом столбце первой строки;  в пятый столбец второй строки записывается число, равное сумме произведения числа из четвертого столбца второй строки на число а и числа, находящегося в пятом столбце первой строки;  в шестой столбец второй строки записывается число, равное сумме произведения числа из пятого столбца второй строки на число а и числа, находящегося в шестом столбце первой строки.  
Пример. Найти корни уравнения   х3 + 4х2 + х – 6 = 0
Решение: Находим делители свободного члена ±1; ± 2; ± 3; ± 6.
   Здесь, а = 1 (х  - 1 = х – а), а коэффициенты многочлена-делимого равны соответственно 1, 4, 1, -6. Строим таблицу для применения схемы Горнера:  

	
	1
	4
	1
	-6

	1
	1
	1 ∙ 1 + 4 = 5
	5 ∙ 1 + 1 = 6
	6 ∙ 1 + (-6) = 0


Итак, коэффициенты частного – числа 1, 5, 6, а остаток r = 0. Значит, 

х3 + 4х2 + х – 6 = (х – 1) (х2 + 5х + 6) = 0

Отсюда: х – 1 = 0 или х2 + 5х + 6 = 0;
               х = 1,               х1 = -2; х2 = -3.
Ответ: 1, -2, -3.
Формула Кардано

   Итальянский математик, философ, и врач Джероламо Кардано(1501-1576) описал формулу для нахождения корней кубического уравнения х3 + рх = q при р > 0 в книге «Великое искусство, или об алгебраических правилах» (1545) так:

   «…Куб третьей части числа «вещей», к которому ты прибавляешь квадрат половины числа из уравнения и берешь корень из всего полученного, - это квадратный корень, который ты используешь в одном случае, прибавляя половину числа, которое как раз умножал само на себя, в другом случае, вычитая ту же самую половину, и ты будешь иметь соответственно «бином» и «вычет»; затем вычти кубический корень из вычета из кубического корня из бинома и остаток от этого есть величина «вещи»…»

   Оказывается, речь идет о такой формуле:
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   Расскажем, как можно получить эту формулу. Начнем с тождества 

(a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3, которое перепишем в следующем виде:

(a + b)3 = a3 + 3ab(a + b) + b3 ;

(a + b)3 - 3ab(a + b) - (a3 + b3) = 0

х3 – 3abx - (a3 + b3) = 0, где х = a + b
   Придавая параметрам a и  b различные действительные значения, мы будем получать различные кубические (приведенные) уравнения вида:

х3 + рх + q = 0
с действительными коэффициентами p и q. Например:

	a
	b
	-3ab = p
	-a3 – b3 = q
	Уравнение

x3 + px + q = 0
	Корень

х = a + b

	-1
	3
	9
	-26
	х3 + 9х – 26 = 0
	2

	4
	3
	-36
	-91
	х3 – 36х – 91 = 0
	7
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      Верно и обратное: по любому уравнению х3 + рх + q = 0 с действительными коэффициентами p и q можно восстановить параметры a и b, а значит, найти и корень х = a + b приведенного кубического уравнения. Только вот a и b могут оказаться не действительными, а комплексными! Удивительно, что при этом сумма х = a + b будет действительным числом. Получается, что при решении кубических уравнения, как и при решении квадратных уравнений с действительными коэффициентами, мы сталкиваемся с комплексными числами. Проиллюстрируем это конкретным примером. 

   Рассмотрим уравнение
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х3 – 9х + 4 = 0.

      Итак, получается, что и сама задача об отыскании корней уравнения х3 – 9х + 4 = 0, и все ответы к задаче «лежат» в действительных числах, а для решения и записи необходимо выходить за «действительные» пределы и использовать новые, комплексные числа! Дадим формулировку общей теоремы. 
   Теорема. Корни кубического уравнения х3 + рх + q = 0 находят по формуле Кардано


При этом
   1) если ∆ =    › 0, то уравнение имеет ровно один действительный 
корень,  который находится по указанной формуле;     
   2) если  ∆ = 0, то уравнение имеет два действительных корня, один из которых двукратный (исключение – случай p = q = 0, когда есть один трехкратный корень х = 0);    

   3) если ∆ ‹ 0, то уравнение имеет три действительных корня, которые равны удвоенным 

действительным частям трех кубических корней из комплексного числа  + √∆.
Заключение
      Изучив данную проблему, я думаю, что справлюсь с решениями уравнений высших степеней.

         Теорема Безу - одна из основных теорем алгебры, названная именем французского ученого Этьена Безу.    Существует несколько следствий из теоремы, которые помогают при решении практических задач. Из рассмотренного примера можно сделать вывод, что теорема Безу находит применение при решении задач, связанных с делимостью многочленов, например, нахождение остатка при делении многочленов, определение кратности многочленов и т.д. Также, теорема работает при разложении многочленов на множители, при определении кратности корней и многих других. 

   Теорема Безу находит применение при рассмотрении одной из важнейших задач математики – решении уравнений.

   Схема Горнера же удобна тем, что при ее применении нужно использовать меньшее, чем при делении многочлена на многочлен «уголком», число арифметических операций, и вообще она более компактна.
   Формула Кардано позволяет находить корни кубического уравнения.
   Данный материал можно использовать, на элективных курсах, на дополнительных занятиях при подготовке учащихся к ЕГЭ. 
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Приложение
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  Кардано Джероламо [24.9.1501— 21.9.1576], итальянский философ, врач и математик. Разработал космологическую систему ("О тонкости вещей", 1550; "Об изменчивости вещей", 1557), близкую др. аналогичным построениям натурфилософии Возрождения (Б. Телезио, Дж. Бруно и др.). При заметных чертах материализма (вечная материя полагается основою вещей) в ней доминирует мистический неоплатонизм. По К., мир строится из трёх элементов — земли, воды, воздуха; у материи два свойства — теплота и влажность; огонь — только форма существования всепроницающего и вездесущего небесного тепла, т. е. материи, сближаемой, таким образом, со светом неоплатоников. Становлением вещи обязаны мировой душе. Ум, единый у всех людей, — пассивен, и лишь божественное начало, в нём заложенное, делает возможным богопознание в мистическом восхождении. От ума К. отличает интеллект, активный элемент человеческого сознания; сущность вещей человек постигает только там, где объект, как в математике, этой высшей форме познания, создаётся интеллектом и ему уподобляется. Натурфилософия К. — и основа, и окончательный синтез его разнообразнейшей учёной деятельности в области астрологии и алхимии, медицины и физики, математики, инженерии, психологии и т.д. Работы К. сыграли большую роль в развитии алгебры; одним из первых в Европе он стал допускать отрицательные корни уравнений. С именем К. связывают формулу решения неполного кубического уравнения.  К. занимался также вопросами передачи движения, теорией рычагов и др.
http://slovari.yandex.ru/~книги/БСЭ/Кардано%20Джероламо/
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  Безу Этьенн (31.3.1739-27.9.1783)-французский математик, член Парижской Академии Наук (1758г.). Родился в Немуре. С 1763г. преподавал математику в училище гардемаринов, а с 1768г. также в Королевском артиллерийском корпусе. Основные труды по высшей алгебре. В теории решения систем линейных уравнений наряду с Г. Крамером , Безу содействовал возникновению теории определителей, развивал теорию исключения неизвестных из системы уравнений высших степеней, доказал теорему (впервые сформулированную К. Маклореном) о том, что две кривые порядка m и n пересекаются не более чем в m-n точках. Во Франции и за ее пределами до 1848г. был очень популярен его шести томный "Курс математики" (1764-1769гг.). Именем Безу названа одна из основных теорем алгебры. Безу развил метод неопределенных множителей: в элементарной алгебре его именем назван способ решения систем уравнений, основанный на этом методе. Часть трудов Безу посвящена внешней баллистике.

http://mathem.h1.ru/bezu.html
Горнер Вильямc Джордж (1786-22.9.1837)-английский математик. Родился в Бристоле. Учился и работал там же, затем в школах Бата. Основные труды по алгебре. В 1819г. опубликовал способ приближенного вычисления вещественных корней многочлена, который называется теперь способом Руффини-Горнера (этот способ был известен китайцам еще в XIII в.) Именем Горнера названа схема деления многочлена на двучлен х - а.

Схе́ма Го́рнера (или правило Горнера, метод Горнера) — алгоритм вычисления значения многочлена, записанного в виде суммы мономов (одночленов), при заданном значении переменной. Метод Горнера позволяет найти корни многочлена[источник не указан 50 дней], а также вычислить производные полинома в заданной точке. Схема Горнера также является простым алгоритмом для деления многочлена на бином вида x − c. Метод назван в честь Уильяма Джорджа Горнера (англ.).

http://mathem.h1.ru/bezu.html
Построим график функции у = х3 – 9х + 4. имеем: у′ = 3х2 – 9, у′ = 0 при x = ± √3; х = √3 – точка минимума, уmin  = 4 - 6√3 ≈ -6,4; х = -√3 – точка максимума, уmax = 6√3 + 4 ≈ 14,4. График представлен (схематично) на рисунке.


   Видим, что уравнение х3 – 9х + 4 = 0 имеет три различных действительных корня.


   Попробуем свести уравнение х3 – 9х + 4 = 0 к уравнению вида х3 – 3abx – (a3 + b3) = 0. Подберем a и b так, чтобы выполнялись равенства: 3ab = -p = 9 и a3 + b3 = -q = -4. Обозначим a3 = с, b3 = d. Тогда c + d = -4, cd = (ab)3 = 27. Так как d = -4 – c, то


cd = c( -4-c) = -c2 -4c = 27;


c2 + 4c + 27 = 0;


c1,2 = -2 ± √4 – 27 = -2 ± i√23;


d1,2 = -2 ± i√23.


   Значит, х = a + b = 3√с1 + 3√d1 = 3√-2 + i√23 + 3√-2 - i√23. Отметим, что то же ответ получится для другой пары с и d:


х = a + b = 3√с2 + 3√d2 =  3√-2 + i√23 + 3√-2 - i√23.





  Как мы знаем, 3√-2 + i√23 и   3√-2 - i√23 – это множества, состоящие из трех комплексных чисел. Если формально производить попарные суммирования, то получится девять ответов, вместо ожидаемых трех. Оказывается, что из обоих множеств следует выбирать только пары сопряженных комплексных чисел: ведь в сумме должны быть действительные ответы. Вот тогда в итоге и получатся три искомых действительных корня.
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