Тема: «Тригонометрические неравенства».
Авторы: Токранова Алена Николаевна 

Адрес: 423436,  Республика Татарстан 

Заинский р-н д. Бухарай д.23 кв.2. 
Под руководством учителя 
Ι категории государственного
общеобразовательного учреждения 

школы №23 Лукиной Лидии Петровны

г. Набережные Челны Республики Татарстан

Адрес: 423830, Республика Татарстан, 

г. Набережные Челны

Новый город, пр-т Чулман, 90 кв.235


Пояснительная записка


Программа рассчитана в 10 классе на 3 часа. Данный курс строится подробной подачей темы «Решение простейших тригонометрических неравенств». Тему углубляем и берем шире, чем дано по программе. Задания сложнее и нестандартные.

Цель курса:

1) систематизировать знания по решению неравенств, содержащих тригонометрические функции (от простого к сложному);
2) формировать логическое мышление, внимательность; умение рассуждать самостоятельно;
3) способствовать развитию учебной мотивации;

4) прививать интерес к математике.

ПЛАН

«Алгебра и начала анализа» учащимся 10-11 классов.
Тема: «Решение тригонометрических неравенств» (отведено 3ч, а я хочу отвести 14ч для более полного понятия).

	№
	                                    Тема
	Количество 
часов

	1
	Решение простейших тригонометрических неравенств
	3ч

	2
	Решение тригонометрических неравенств методом интервалов
	3ч

	3
	Тригонометрические неравенства, сводящиеся к простейшим введением вспомогательного угла.
	4ч

	4
	Неравенства, сводящиеся к простейшим с заменой неизвестного
	4ч


І. Простейшие неравенства для синуса и косинуса

Решение неравенств, содержащих тригонометрические функции, сводятся, как  правило, к решению простейших неравенств вида sin x ≥ а, sin x ≤ а, cos x ≥ а, cos x ≤ а,, tg x ≥ а tg x ≤ а, 
ctg x ≥ a, ctg x ≤ a
Рассмотрим на примерах способы их решения.

1)Неравенство sin x>a
а) При –1< а<1множество всех решений неравенства sin x>a есть серия интервалов

Х=(arcsin a+2
[image: image1.wmf]p

k; 
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– arcsin a+2
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Z
б) При a≥1 неравенство sin x>a не имеет решений.

в) При a<–1 решением неравенства sin x>a является любое действительное число.
г) При a=–1 решением неравенства является любое действительное число, отличное от 
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2) Неравенство cos x > a
а) При –1< а<1множество всех решений неравенства cos x>a есть серия интервалов

Х=(–arccos a+2
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б) При a≥1 неравенство cos x>a не имеет решений.
в) При a<–1 решением неравенства cos x>a является любое действительное число.

г) При a=–1 решением неравенства cos x>a является любое действительное число, отличное от 
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Пример
3) Решить неравенство: 
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Полное пояснение: по определению косинуса
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– это абсцисса точки единичной окружности.

Абсциссу, равную 
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, имеют две точки единичной окружности М1 и М2 (рис.1)
Точка М1 получается поворотом точки Р (1:0) на угол
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[image: image19.wmf]n

p

p

2

3

+

-

, n±1,±2,…. Точка М2 – поворотом на угол
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Абсциссу, большую
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, имеют все точки М дуги единичной окружности, лежащие правее прямой  М1 М2 .

 
Решениями неравенства 
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Все решения данного неравенства – множество интервалов  
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Образец записи решения: 
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Рис 1.
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Ответ: 
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Пример
4) Решим неравенство: sin x>
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т.к. –1 < а <1;  а = 
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х1 = arcsin
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arcsin 
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х2 = 
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х1 =
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Ответ: 
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Задания для самостоятельной работы.
1) 
[image: image70.wmf]2

2

cos

³

x


;

6) sin x>1;

11)* sin2 x+2 sin x >0;
2) 
[image: image71.wmf]2

3

cos

-

>

x

;

7) sin x≥1;

12)* 2sin2 x – 5 cos x +1>0.
3) 
[image: image72.wmf]1

cos

³

x

;


8) 2sin 3x>–1;
4) sin x >
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5) sin x≥
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 Ответы: 1)
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 5) решений нет.  6) решений нет.  
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3) неравенство sin x< a
а) При –1< а<1множество всех решений неравенства sin x<a есть серия интервалов

Х=(
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arcsin a+2
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б) При a>1 решением неравенства sin x<a является любое действительное число
в) При a=1 решением неравенства sin x<a является любое действительное число, отличное от 
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г) При a≤ –1 неравенство sin x<a не имеет решений.

4) Неравенство cos x<a 
 а) При –1< а<1множество всех решений неравенства cos x<a есть серия интервалов

Х=(arccos a+2
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б) При a>1 решением неравенства cos x<a является любое действительное число

в) При a≤ –1 неравенство cos x<a не имеет решений.

г) При a=1 решением неравенства cos x<a является любое действительное число, отличное от 2
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Пример
Решение:
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arccos 
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Ответ: 
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Пример

Решение:

sin x≤
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т. к. –1 < a < 1, a = 
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Ответ: 
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Задания для самостоятельной работы.
1) 
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5) sin x≤ –
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6) sin x≤ –1;

9)* cos2 x – cos x<0;
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3) решений нет 4) решений нет 5) 
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ІІ. Решение тригонометрических неравенств методом интервалов
Простейшие неравенства для тангенса и котангенса

Неравенство tg x > a

Пусть дано неравенство tg x > a:
при любом  a
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R  множество всех решений неравенства tg x > a есть серия интервалов 

X=(arctg a +πk; 
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Решить неравенство tg x >1

Множество все решений неравенства tg x >1 есть серия интервалов
X=(
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Задания для самостоятельной работы
1) tg x > 0;

7) tg x >
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2) tg x >1
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8) tg x >2;
3) tg x >
–1;

9) tg x > –3;
4) tg x >
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5) tg x >
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Неравенство tg x < a
Пусть дано неравенство tg x < a
При любом  a
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X=(
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Решить неравенство tg x <
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Воспользовавшись равенством arctg (– а) = - arctg a,перепишем эту серию интервалов в виде X=(
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Задания для самостоятельной работы
1) tg x <1;   

4) tg x <
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6) tg x <
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[image: image218.wmf]Î

(
[image: image219.wmf]+

-

2

p

 πk; 
[image: image220.wmf]+

6

p

 πk  ), k
[image: image221.wmf]Î

Z. 8) х
[image: image222.wmf]Î

(
[image: image223.wmf]k

p

p

+

-

2

;–arctg2 + πk ), k
[image: image224.wmf]Î

Z.
9) х
[image: image225.wmf]Î

(
[image: image226.wmf]+

-

2

p

 πk;  –arctg3+ πk), k
[image: image227.wmf]Î

Z. 
Неравенство: ctg x > a
Пусть дано простейшее неравенство ctg x > a
При любом  a
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R  множество всех решений неравенства ctg x > a есть серия интервалов 
X=(πk; arcсtg a +πk  ), k
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Пример
Решить неравенство:   ctg x >
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Множество все решений неравенства ctg x >
[image: image231.wmf]3

3

 есть серия интервалов

X=(πk; 
[image: image232.wmf]3

p

+πk  ), k
[image: image233.wmf]Î

Z.
Задания для самостоятельной работы
1)сtg x >1;   

4) сtg x >
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10) сtg x > –0,9.
2)сtg x > 0;  
 
5) сtg x >
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8) сtg x >2;
3)сtg x > –1;
   
6) сtg x >
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Ответы: 
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Неравенство: ctg x < a
Пусть дано простейшее неравенство ctg x < a
При любом  a
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R  множество всех решений неравенства ctg x < a есть серия интервалов 
X=(arcctg a + πk; π + πk  ), k
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Пример
Решить неравенство ctg x <
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Множество все решений неравенства ctg x <
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 есть серия интервалов

X=(arcctg (
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Воспользовавшись равенством arcctg ( – а) = π – arcctg a,перепишем эту серию интервалов в виде X=(
[image: image281.wmf]2
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 +πk; – arctg 
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X=(– arcctg 
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или в виде

X=(– arcctg 
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Задания для самостоятельной работы
1)сtg x <1;   
4) сtg x <
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7) сtg x <
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10) сtg x <0,9.
2)сtg x < 0;  
 5) сtg x <
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8) сtg x <2;
3)сtg x < –1;  
 
6) сtg x <
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9) сtg x < –2; 
Ответы:1) х
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9) х
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II. Решение тригонометрических неравенств методом интервалов
При решении неравенств вида f(x) >0 (≥ 0), где f(x) – периодическая функция с периодом Т, следует сначала решить это неравенство на одном периоде, например для 0≤ х <T, а затем получившееся решение периодически продолжить.


В некоторых случаях тригонометрическое неравенство сводится к решению элементарных неравенств вида sin x>a, cos x≤а и т. д. Рассматривая график соответствующей тригонометрической функции или изучая ее изменение на тригонометрическом круге, выписываем ответ для одного периода, а затем к обеим частям полученного неравенства прибавляем kT, где Т – период. Так, решением неравенства      sin x >a  (|а| < 1)будет совокупность интервалов arcsin a + 2πk < x < π - arcsin a + 2πk, k
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Основным методом решения тригонометрических неравенств является метод интервалов. 

Пример

Решить неравенство:         
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Решение:

Функция, расположенная в левой части неравенства, имеет наименьший период, равный 2π.  Найдем, где на отрезке[0,2π] меняют знаки отдельные множители числителя и знаменателя:      sin 3x=0,  x= 
[image: image321.wmf]3
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k,  k=0, 1, 2, 3, 4, 5;  cos (2x- 
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)=0,  x=
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+
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k,  k=0, 1, 2, 3;     


 sin2 x=0,  x=
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k,   k = 0, 1, 2, 3.
Внутри первого отрезка (0< x<
[image: image326.wmf]3

p

) все три функции положительны.  Далее расставляем знаки. Затем выписываем ответ для одного периода ( включая в него те граничные знания х, для которых обращается в нуль числитель, но не равен нулю знаменатель).

Получаем  x =
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После  чего окончательный ответ получаем, прибавляя 2πk к граничным значениям.
Ответ:  x = 
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             π + 2πk < x<
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          Иногда при  решении  тригонометрических неравенств могут возникать проблемы,   связанные с упорядочением корней тригонометрических функций. Например:
Пример

Решить неравенство:
(
[image: image341.wmf]2
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cos x – 
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sin x – 2 – 
[image: image343.wmf]3

)(2 sin 2 x – 1) ≥ 0.
Решение. Период функции, расположенной в левой части неравенства, равен 2π. Корни второго сомножителя  легко находятся ( для 0 ≤  x < 2π ): 
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Решим уравнение 
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cos x – 
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Имеем (формула: a cos x +b cos x = 
[image: image351.wmf]2
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где φ = arctg
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Получаем уравнение cos (x+φ)= 
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, откуда x=± arccos
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Пусть arccos
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2

3

2

+

= а. Легко видеть, что а>φ. На отрезок [0,2π] попадают два значения  а - φ и 2π – а – φ.  Найдем cos (а – φ). Поскольку cos а=
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 sin a = 
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, то cos (а – φ)= cos а cos φ+ sinа sin φ=
[image: image367.wmf]4
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. Значит,         а – φ=
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,   а =
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Поскольку φ = arctg
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,   то 2π – а – φ= 2π – (
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При x=0 левая часть  отрицательна, в точке х =
[image: image377.wmf]12
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 меняют знак оба множителя, в остальных – по одному. Теперь выписываем ответ на периоде, а затем периодически его продолжаем.

Ответ: х =
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 + 2πk, k
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ІІІ.Тригонометрические неравенства, сводящиеся к простейшим введением вспомогательного угла

Рассмотрим неравенства вида 
1)A sin x+ B cos x>C,
2)A sin x+ B cos x<C,
где А,В и С – данные числа, причем АВ ≠ 0.

 
Так как 
[image: image387.wmf]2
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 > 0, то, разделив обе части неравенства 1) – 2) на 
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, получим равносильные им соответственно неравенства 
asin x+  bcos x>c,
a sin x+  bcos x<c,

где a = 
[image: image389.wmf]2
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Так как a2+b2 =1, то можно подобрать такой угол а, что cos a =a и sin а=b. Тогда, применяя формулу синуса суммы углов, можно записать, что 
asin x+  bcos x = sin x cos а+cos x sin а= sin(х+а).

Следовательно, неравенства (1) – (2) равносильны соответственно неравенствам  
1') cos (x+a)>c,
2') cos (x+a)<c,

Если подобрать угол a такой, что sin а=a и cos a = b, то, применив формулу косинуса разности углов, получим, неравенства (1) – (2)  равносильны соответственно неравенствам
1")sin(x – a)>c,

2")sin(x – a)<c,
   Таким образом, решение  неравенств (1) – (2) можно свести к решению простейших неравенств (1') – (2') или (1")– (2").

Замечание. Обычно стремятся найти вспомогательный угол а так, чтобы он принадлежал первой четверти. Для этого надо подбирать его так, чтобы или cos a =|a| и sin а=|b|, или sin а=|a| и cos a = |b|. Затем с учетом знаков чисел a и b применять одну из формул синуса (или косинуса) суммы или разности углов.

Пример
Решить неравенство: 7)sin x – 
[image: image392.wmf]3

cos x>0.
Разделив обе части неравенства(7) на положительное число
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 и найдя угол а такой, что cos a =
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 и sin а=
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, например, угол а=
[image: image396.wmf]3

p

, перепишем неравенства(7) в виде                                                 sin x cos
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– cos x sin
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>0 или в виде 8)sin(x–
[image: image399.wmf]4
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)>0.

Все решения неравенства (8) задаются серией интервалов 2πk<х–
[image: image400.wmf]3
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< π + 2πk, k
[image: image401.wmf]Î

Z, откуда находим все решения неравенства(7); они задаются серией интервалов 



  π +2πk< x <
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Ответ: (
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Ответим, что если в неравенствах вида (1) – (2) С=0, то их называют однородными тригонометрическими неравенствами первой степени. Таким образом, предложенный выше способ решения есть, в частности, способ решения однородных тригонометрических неравенств первой степени.


Рассмотрим теперь решение неравенств вида 

9) asin2 x + bsin x cos x > c, 

10) asin2 x + bsin x cos x < c,

где a, b и с – данные числа, причем ab≠ 0. 

При решении таких неравенств можно сначала применить формулы синуса и косинуса двойного угла sin2 x=
[image: image407.wmf]2
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[image: image408.wmf]2
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После применения этих формул неравенства (9) – (10) перепишутся соответственно в виде 

9') bsin2 2x – a cos2 x >2 c – a, 

10') bsin2 2x – a cos2 x <2 c – a.
Теперь для решения таких неравенств применим описанный выше способ сведения их к простейшим введением вспомогательного угла.
Решить неравенство:  15)  2sin2x +
[image: image409.wmf]3
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 sin x cos x >
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Применяя формулы синуса и косинуса двойного угла, перепишем неравенство(15) в виде 

16)
[image: image411.wmf]3

 sin 2x – cos2 x >
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.Разделив обе части неравенства (16) на положительное число 
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  и найдя угол а такой, что cos a = 
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, перепишем неравенство (16) в виде 17) sin( 2x-
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Все решения неравенства(17) задаются серией интервалов 
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Откуда находим все решения неравенства (15); они задаются серией интервалов
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Ответ: (
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Отметим, что неравенства вида 
asin2 x + bsin x cos x+сcos2 x > 0, 

asin2 x + bsin x cos x+сcos2 x < 0,
где a,bиc – данные отличные от  нуля числа, называют однородными тригонометрическими неравенствами второй степени. Ясно , что заменой
cos2 x на 1– sin2 x  эти неравенства  сводятся к неравенствам вида (9) – (10).
   Таким образом, указанным способом можно  решить однородные тригонометрические неравенства  второй степени.

       Задания для самостоятельной работы
1. 
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2. 
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Ответы:1. (
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ІV.Неравенства, сводящиеся к простейшим заменой неизвестного
Пример
Решить неравенство cos2 x – 2,5 cos x+1<0

Введем новое неизвестное cos x=t, тогда неравенство cos2 x – 2,5 cos x+1<0

превращается в квадратное неравенство с неизвестным t:  t 2 –  2,5 t+1< 0.
Все решения неравенства t2 – 2,5 t+1<0 есть все t из интервала
[image: image441.wmf]2
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< t<2

Следовательно, множество всех решений неравенства состоит из всех решений неравенства
cos2 x – 2,5 cos x+1<0 состоит из всех решений двойного неравенства 
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Так как неравенство cos x <2 выполняется при любых значениях х, то остается решить неравенство cos x>
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cos2 x – 2,5 cos x+1<0 есть серия интервалов X=(
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Пример
Решить неравенство tg x 
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Введем новое неизвестное tg x=t, тогда неравенство tg x 
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>1 превращается  в рациональное неравенство с неизвестным t:     
[image: image450.wmf]1

2

>

-

t

t


Множество всех решений неравенства 
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 есть объединение всех t из интервала –1< t < 0 и всех t из интервала t >2.Следовательно, множество всех решений неравенства tg x 
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Множество всех решений двойного неравенства –1< tg x <0 есть серия интервалов 

X=(
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а множество всех решений неравенства tg x>2 есть серия интервалов 

X=(arctg 2 + πk; 
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Итак, множество всех решений неравенства tg x 
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X=(arctg 2 + πk; 
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Теперь рассмотрим примеры решения неравенств, которые после введения  нового неизвестного t=ax+b превращается в простейшие тригонометрические неравенства с неизвестным  t. 

Решим неравенство cos ( 2x+
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Введем новое неизвестное t=2x+
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Множество всех решений неравенства cos t < 
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Следовательно, множество всех решений неравенства cos ( 2x+
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oткуда,
 πn < х < 
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Итак, множество всех решений неравенства cos ( 2x+
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Замену неизвестного в простых случаях, как в примере  обычно не записывают, делая запись решения короче.
Решим неравенство 

sin (
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Z. Итак, множество всех решений неравенства sin (
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Задания для самостоятельной работы
1) cos x  <  x2 + 1 

4) cos x  ≥ 1 + |x|
2) cos x  ≤ 1 + |x|         

5) cos x  ≥  x² + 1

3) cos x < 1 + 
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6)  cos x  > 1 + 
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Ответы:1) (– ∞;0) 
[image: image504.wmf]È

(0;+ ∞); 2)( – ∞;+ ∞); 3) ( – ∞;+ ∞); 4) х = 0; 5) х = 0; 6) решений нет.
Рассмотрим несколько заданий, требующих решения тригонометрических неравенств более сложных, нежели рассмотренные ранее. Эти задания усложнены тем, что часто содержат модули, корни и т. п. Поскольку эти задания обычно содержат разделе В.
Пример

1) Решить неравенство: (|x+2| – 3)(sinx – π) ≥ 0

2) Найти число целых решений неравенства: 
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3) Найти число целых решений неравенства:(sinx+5) 
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Разбор решений: 
1) решить неравенство: (|x+2| – 3)(sinx – π) ≥ 0

а) 
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|x + 2| ≥ 3
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[image: image510.wmf]1

3

2

3

2

³

Þ

£

+

³

+

x

x

x

и
[image: image511.wmf]5

-

£

x


[image: image523.png]



sin x > π = 3,14…решений нет, значит ,и вся система а решений не имеет;
б) |x + 2| – 3 ≤ 0

|x + 2| ≤ 3

–3 ≤ x + 2 ≤ 3

-5≤x≤1 – в данном промежутке содержатся целые числа: – 5, – 4, –3, –2, –1, 0, 1. Всего 7 чисел.

 sinx ≤ π – любое значение х подходит 
Ответ: 7 чисел. 

2) найти число целых решений неравенства: 
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Б) 
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|x – 2| ≤ 3

–3 ≤ x – 2 ≤ 3

– 1 ≤ x ≤ 5

cos x ≤ π = 6,28… - любое число подходит.
Значит, в область решений входят целые числа: – 1, 0, 1, 2, 3, 4, 5. Их  всего 7.

Ответ: 7 чисел.

3) Найти число целых решений неравенства: 

(sin x + 5)
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 EMBED Equation.3  [image: image518.wmf]
sin x > – 5 любое число подходит.
Извлекая квадратный корень вида 
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– 4 ≤ x – 3 ≤ 4

–1 ≤ x ≤ 7

В этот промежуток входят целые числа: –1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.

Всего 9.

б)
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Поскольку для неравенства sin x < – 5 – нет решений, то и вся система б) решений не имеет. 

Ответ: 9 целых решений.
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