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Автор работы  доказывает малоизвестное свойство биссектрисы треугольника, а также рассматривает задачи, для решения которых можно использовать это свойство. В работе рассматриваются два  различных способа решения некорректной задачи на свойство биссектрисы и предлагаются два корректных  варианта решения этой задачи. Материал данной работы выходит за пределы школьной программы.
                 Исследование задач по геометрии можно толковать довольно широко, рассматривая исследование не только как составную часть решения самой задачи.

По ходу решения любой геометрической задачи обнаруживаются различные свойства соответствующей геометрической фигуры. При этом могут обнаруживаться и такие свойства, которые в изложении решения не используются. Исследование задачи, как нам кажется, начинается тогда, когда, решив её, мы продолжаем разыскивать новые свойства фигуры, заданной в задаче. В некоторых случаях эти новые свойства могут быть достаточно интересными (представлять собой  небольшие открытия); их можно использовать для составления новых задач и различного рода обобщений. 

Малоизвестное свойство биссектрисы треугольника.

Известно, что биссектриса обладает рядом важных свойств, и рассматриваемое нами свойство не входит в число последних математических открытий. Но в настоящее время  этому свойству, уделяется недостаточно внимания, хотя его применение облегчает решение ряда задач.

ТЕОРЕМА.  Пусть  биссектрисы A L1, ВL2, СL3 треугольника ABC  пересекаются в точке I, тогда  
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Докажем равенство: 
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Рассмотрим  три его доказательства.

1.  AL1 ─ биссектриса ΔABC.Известно, что 
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.  Из того, что СI  ─ биссектриса 

Δ AL1C, используя  полученное выражение для  x , получим:
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                  Рис. 1                                 Рис. 2
2.   Через вершину A   ΔABC проведем прямую  t параллельно отрезку BC (рисунок 2). Через  точку I  проведем отрезок TK перпендикулярно BC.

Пусть TK = hа,  а IK = r, тогда IT = hа – r. Из подобия треугольников AIT и L1IK  имеем:  

AI: IL1= IT: IK,     или AI: IL1 = (h – r): r. Так как hа = 
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3 . Так как CI – биссектриса    ΔAL1C,  то AL: IL1 = b: x  (рисунок 3).
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                Рис.3
Через вершину B параллельно биссектрисе AL1 проведем прямую k, которая пересекает прямую CA в точке D. Треугольник BAD равнобедренный, значит: 

  BA = AD = c. Тогда из подобия треугольников   AL1C и DBC получаем:
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  Рассмотрим задачи, для решения которых можно  использовать  доказанное свойство.

Задача 1.  Докажите, что если биссектрисы треугольника АВС точкой I делятся в одном отношении, то треугольник АВС равносторонний.
Решение. По условию:    
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Следовательно,   
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 Прибавляя к каждой дроби 1, получим        
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отсюда следует, что 
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.  Значит, треугольник АВС ─ равносторонний.
Задача 2.  В треугольнике АВС через точку пересечения биссектрис проведены прямые, параллельные сторонам треугольника. Найдите длины отрезков этих прямых, отсекаемых сторонами треугольника.
Решение: найдем отрезок EF , остальные находятся аналогично.

Так как    
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                  Рис. 4
Из подобия треугольников AFE  и  ABC (рисунок 4) получим:
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Задача 3.

Доказать, что  для произвольного треугольника ABC справедливо неравенство 
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Решение. Используем доказанное свойство:   
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, тогда исходное неравенство равносильно 
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По неравенству Коши о среднем арифметическом и среднем геометрическом:     
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Следовательно, 
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Значит, 
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Некорректная задача.

Задача.  "Отрезок BD является биссектрисой треугольника ABC. Найдите DC, если АВ = 30, AD = 20, BD=16  и    
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Решение: пользуясь тем, что биссектриса треугольника делит противоположную сторону на части, пропорциональные прилежащим сторонам, получаем
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Так как  ΔDBC равнобедренный, то BD = ВС. Значит, пропорцию можно переписать иначе: 
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 Ответ: 
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Решим эту задачу другим способом.

II способ: проведем в ΔABC высоту BE и обозначив длину отрезка DE через х.
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   Из прямоугольных треугольников АЕВ и DEB следует, что: АВ2 – АЕ2 = BD2 – DE2 или АВ2 – (AD + DE)2= BD2─DE2 . Подставляя в последнее равенство значения длин отрезков, получим: 302 – (20 + x)2 = 162 – x2 , 

900 – 400 – 40x – x2 = 256 – x2 ,   40x = 244,        x = 
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 = 6,1. 
По условию ΔDBC равнобедренный, тогда DE = СЕ. Значит, CD = 2х = 12,2, что не соответствует решению первым способом.
Для того чтобы выяснить причину этого противоречия, пришлось проанализировать, существует ли треугольник ABC с указанными в задаче данными, т.е. такой, у которого 
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Используя данные задачи, найдем величины 
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Тогда 
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Аналогично 
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 Тогда 
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. По таблицам находим, что 
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т.е. 
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Отсюда следует, что 
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C, и    ΔDBC ─ неравнобедренный.

Значит, задача составлена некорректно: треугольник, который описан в условии задачи, не существует.
Возможны два корректных варианта задачи:

1. 
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 но отрезок BD  не является биссектрисой  ΔABC. Тогда, решая задачу вторым способом, получим: CD = 12,2.

2. BD — биссектриса ΔABC, но 
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В этом случае, воспользовавшись теоремой синусов, из ΔDBC получаем:
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Задачи для самостоятельного решения.
1.Докажите, что если биссектриса треугольника  точкой I делится в отношении 2:1, то сторона, к которой она проведена есть среднее арифметическое двух других сторон.
2. Сторона BC треугольника ABC есть среднее арифметическое сторон  AB и 

AC. Докажите, что прямая МI  (точка М ─ центр тяжести треугольника) параллельна стороне BC.
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